Kegelschnitte - Teil 4

4. Details: Ellipse
4.1 Kreis — Ellipse

In der "Normallage™ ist der Mittelpunkt in einem (kartesischen) Achsensystem M(0 | 0).

Dann gilt: el: x?/a? +y?/b* =1
Die grof3e Halbachse (a) zeigt in Richtung x-Achse.

Eine Ellipse entsteht durch eine axiale Streckung aus einem Kreis.

Dies ist eine "affine Abbildung" (geradentreu - Geraden auf Geraden abgebildet; umkehrbar - genau 1 Punkt als
Bildpunkt zu 1 Punkt des Urbilds; parallelentreu - Parallelen auf Parallelen abgebildet; im Allgemeinen nicht

winkeltreu)

Der Umkreis krl mit dem Radius a wird so gestaucht,
dass y bei x = 0 den Wert b besitzt.

Es gilt damit x = xx und y = (b/a) y«.

Die Alternative ist eine Streckung des Inkreises kr2

mit dem Radius b so, dass x bei y = 0 den Wert a besitzt.
Damit x = (a/b) xx und y = yx

Beides fuhrt von der Kreisgleichung zur Ellipsengleichung.

Y ket
kr2

v

Umkreis: k: x + yi> =a2 > yk = (@b) y > x2+ (@2 /bd) y*=a? —>x?/a?+y?/b*=1

Inkreis: k: xi® + yi? = b? — Xk = (b/a) X — (b®/ %) x? + y? = b?

Die Schnittpunkte mit den Achsen sind die Scheitel.
Auf der x-Achse die Hauptscheitel bei x = * a.
Auf der y-Achse die Nebenscheitel beiy = + b.

> x2/a?+y?/b?=1

HINWEIS: Eine Gleichung, die die Gemeinsamkeit der Kegelschnitte zeigt, wird in Kapitel 3 schon genannt
worden und wird nochmals in Kapitel 7 besprochen. genannt. In Kapitel 8 - 10 werden die Verschiebung und

Drehung der Ellipse behandelt.

4.2 Brennpunkte

Symmetrisch zum Mittelpunkt auf der x-Achse liegen

zwei Brennpunkte F.

Fi(-e | 0), F2(+e | 0).

e wird so gewahlt, dass damit Eigenschaften entstehen, die
mit der Bezeichnung "Brennpunkt™ angedeutet sind. e wird
auch "lineare Exzentrizitat" oder "Brennweite” genannt.

Der Abstand von F zu einem Nebenscheitel ist gleich a.

Eine Skizze zeigt dann, dass b? + e? = a2

— e =+va? — b2

(Das Vorzeichen % ist schon in der vorigen Definition Fa 2
beriicksichtigt.)

Die Skizze zeigt auch, dass die Summe der Abstinde des Ne-
benscheitels von den beiden Brennpunkten F12 gleich 2a ist.
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Die Brennpunkte sind auch

a) Schnittpunkte eines Kreises mitr = a
(wie der Umkreis) um einen Nebenscheitel
mit der x-Achse, x
b) Mittelpunkte eines Kreises mitr = a, _/
der die beiden Nebenscheitel schneidet.

4.3 Brennpunkt-Eigenschaft 1

Fir jeden Punkt auf der Ellipse gilt, dass die Summe der Abstande von den beiden Brenn-
punkten 2aist.
a) geometrische Uberlegung

y

Yp 1
Punkt P(xp | yr); F1(-e | 0); F2(+e | 0) I / i
Strecken auf der x-Achse: si =e + Xp; S2 =€ - Xp '
Strecken di = PF;; d2 = PF, \
Pythagoras: di? = $1% + yp?%; d2? = S22 + yp?

«—> e+xp
<> e-xp

yp eliminieren mit Ellipsengleichung: yr? = b? - xp? b? / a2
b eliminieren: yp? = a - €2 - xp? (8% - €%) / @® = a° - €2 - xp? + Xp? €2 | &°
si?=e?+2exp+xp? > di?=a?+2exp+xp?e?/al=(a+xpe/a)?
analog (bei d2? "-" bei 2 e xp) d2? = (a - xp € / a)?
gesamt: d; +d2 =2 a M
b) nur rechnerisch
d1 = PFy; d2 = PFy; di” = (xp - (-€))° + (ye - 0)%; d2” = (xp - €)° + yp?
Um zu vermeiden, dass wir in "di + d2" mit Wurzeln arbeiten missen, bleibt als sinnvoller Weg
- wie vorher - yp und dann b zu eliminieren.

Wie vorher: di? = xp? + 2 e Xp + €2 + yp? = Xp? + 2 & Xp + €2 + b? - xp? b? / &2
und: xp? + 2 e xp + 2 + (a-e?) - xp? (a2 -e?) /a’=a?+ 2 e Xp + Xp® €%/ a2
Es folgt (identisch zu oben) di + d2 = 2 a M

4.4 Brennpunkt-Eigenschaft 2

Wenn die Innenseite der Ellipse verspiegelt ist, wird jeder von 1

einem Brennpunkt ausgehende Strahl wieder auf den anderen

Brennpunkt (durch Reflexion) fokussiert. X
Die Brennpunkt-Eigenschaft 1 legt das - wegen des stets glei- =
chen Abstands - zwar nahe, aber beweist nicht, dass dies auch K

fiir eine Reflexion gilt.

Herleitungen:

¢ (1) Der von F: auf P einfallende Vektor e wird in einen X/t
Vektor r reflektiert, in Richtung PF,
¢ (2) PF; und PF, haben gleiche Winkel relativ zu .

P
n (L Tangente in P) \
¢ (3) Die Summe der Einheitsvektoren von PF; und PF, s \ .
2
-
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Die allgemeine Durchrechnung ist bei (1) und (2) etwas umstéandlich. Daher wird dafur je-

weils ein Zahlenbeispiel angegeben. a=5; b = 3; P(5/2 | 3v/3/2); e = 4.
{Dabei ist automatisch auch die Einschrénkung -a < x < a erfullt.}

¢ (1) F1(-e | 0); F2(e | 0); P(Xo | Yo); Tangente: X Xo / % + Y Yo / b? = 1 {zur Formel: 4.5!}

T - (Xo T €. - Xo/az. _ (€~ Xo\.
e=F,P= ( o ) n= (yo/b2>’ erwartetes r = ( . )
en=(Xo+€) (Xo/a%) + Yo/ b% n-n = x,2 [ a* + yo? | b*

_(Xote 2 2/ 12 2 A4 2 1 ha (Xo/2
r=("")-2{(xo+€) (xo/ @) +yo? I D}/ { x? [ a* + yo* I b }(yo/b2>
{umsténdlich: dies ist kollinear zum erwarteten r}

Zahlenwerte:

e=FP= (313\5//22); = (%;2); erwartetes r = (_ :g/z);
en=7i5;nn =775, 1= (% )2 715) (75) (10)= (72 )

— Das berechnete r ist kollinear zum erwarteten (Faktor 3/7)

— _ —e—X — _e— X 2

¢ @Qvi=PF=( _, ")v2=PR=(_, °)in= (;‘)’522)
NN = Xo? [ a* + Yo? | b*; vivi = €2 + 2 € Xo + Xo? + Yo2; V2:V2 = €2 - 2 € Xo + Xo? + Yo©,
V1N = {-€ - Xo} Xo / 82 - Yo? / b%; v2:n = {& - Xo} Xo / @2 - yo? | b?;
cos(@1) | n|=vin/|vi|; cos(pz) | n|=van/|vz|;
{allgemein ist die Gleichheit zweier Ausdriicke umstandlich zu zeigen.}
Zahlenwerte:
Term1:{(-e - Xo) Xo / @2 - Yo?/b?} [ {(-€ - Xo)? + Yo?}2 =

{(-13/2) (5/2) 1 25 - (27/4) 1 9} / {169/4 + 27/4}*? = -1/5
Term2:{(e - Xo) Xo / @2 - Yo?/b%} 1 {(€ - Xo)? + Yo’ }2 =

{(3/2) (5/2) 1 25 - (27/4) | 9} 1 {9/4 + 27/4}*% = -1/5
— Die Winkel sind gleich.

v @wEPR= (" = PR = ()= ()

Fir den Betrag wurde oben hergeleitet: |vi|=a+ Xoe/a; |v2|=a-X.e/a
Summe vsum =vi/|vi|+va/]|vz]|
x-Koordinate: (-e-Xo)/(a+Xoe/a)+ (e-Xo)/(a-%Xoe/a)
y-Koordinate: -yo/(a+Xoe/a)-Yo/(a-Xo€/a)
zusammengefasst
x-Koordinate: 2 a X, (a% - €?) / (a* - &2 Xo?)
y-Koordinate: -2 a%yo/ (a* - €2 Xo?)
Kollinear zu n?
y-Koordinate: =X ng) =X Yo/ b?mit L =2ab?/ (a* - e? xo?)
x-Koordinate: =punw=pXo/a?mitpu=2a(a?-e?)/(a*-e?x?)
Mit e? = a2 - b? ist A = p. Damit besteht fiir den Vektor lineare Abhéngigkeit.
— Die Summe der Einheitsvektoren vsuwm ist kollinear zu n, vsum = A n.
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4.5 Leitlinien

Es gibt auch zwei Leitlinien, parallel zur kleinen Halbach-
se (b). gu: x = = d; d = a?/ e erfillt dann die Eigenschaft,
dass der Quotient "Abstand eines Ellipsenpunkts vom
Brennpunkt / Abstand von der Leitlinie" konstant ist. Nach
der Skizze ist zu erwarten, dass dies jeweils nur fir Brenn-
punkt und benachbarte Leitlinie, also F1 und g1 (bzw. F.
und gr2) gilt. (Punkt 1, 2 und nicht fir Punkt 3)

Vergleich: Bei der Parabel ist dieser Quotient stets 1 - also gleiche Absténde. Bei der Ellipse
ist der Abstand von der Leitlinie stets gréf3er - aber auch mit konstantem Verhéltnis.

Uberlegung zur Leitlinien-Eigenschaft
Als Abstand der Leitlinie wahlen wir zuerst als Zwischenwert den Abstand vom Scheitel z,
und wir wahlen zuerst Punkte, fur die die Abstande leicht anzugeben sind.
P.(-a | 0) - also linker Scheitel.

Dann ist Abstand PF; a -e.

Die Leitlinie links hat einen Abstand z von P; PL; = z.

Der Quotient iste =PF,; /PL; =(a-¢€)/z
P2(0 | b) - also oberer Scheitel.

Dafir ist nach dem Dreieck Fi-M-P, €% + b2 = r? mit r = PF;.

Die Leitlinie hat den Abstand PL; =a + z.

b wird eliminiert mit e2 = a2 - b?>. Damit PF; = Va2 — b2 + b2 = a

Der Quotient ist ¢' = PF; / PL; = a/ (a +2).
Far die Ellipse gilt nun als Forderung, dass der Quotient stets konstant ist.

Alternativ kdnnte man sagen, "wir suchen, ob eine solche Annahme dann auch die Verhaltnisse fur alle Punkte
der Ellipse sinnvoll beschreibt".

Gleichsetzen € = &' und Aufldsen filhrt zu z = (a®-e a) / e.
Sinnvoller ist, fur die Leitlinie auch eine Angabe im Koordinatensystem der Ellipse, also rela-
tiv zu M(0 | 0). Fir die x-Koordinate ist dannd =z + a.

Dann gilt (kurze Umformung): d =a?/e bzw. gi: x=a?/eund e =¢e/ a.
Der néchste Schritt, die Uberpriifung ob das fir alle Punkte gilt, ist in allgemeiner Form &hnlich wie in 4.3 mog-
lich. (Siehe auch 7.4) Hier kirzer eine Rechnung mit Zahlenwerten fiir a und b.

Seia=5Db=3.>e=4.
P(x|y); y = (3/5) V25 —x?
Fi(-4 | 0); gL1: x = -25/4
{ PF; }2 = (-4 - X)? + (9/25) (25 - x?) = (16/25) x? + 8x + 25 — PF; = (4/5) x + 5
{ PL; ¥ = (- 25/4 - X)? {gleiches y} — PL; = X + 25/4 {Abstand als Betrag}
Quotient € = PF, / PLy = (4/5) (x + 25/4) | (x + 25/4) = 4/5 = ela
¢ ist konstant fur alle Punkte. Dabei wurde die zu einem Brennpunkt benachbarte Leitlinie
(gleiche linke Halbebene der Skizze) eingesetzt.
Fa(+4 | 0) und gro: X = +25/4 - also beides auf der rechten Halbebene:
{PF, }*=(4 - x)? + (9/25) (25 - x?) = (16/25) x? - 8x + 25 — PF; = (4/5) x - 5
{ PL; }* = (25/4 - X)?> — PL; = X - 25/4 {Abstand als Betrag}
Quotient ¢ = PF, / PL, = (4/5) (X - 25/4) / (x - 25/4) = 4/5 = efa M
Wenn "gemischt" zugeordnet wird ist e nicht mehr konstant,
z.B. = PF; und PL; e = (4/5) (4 x + 25) / (4x - 25)!
Die genannte Forderung "Brennpunkt und benachbarte Leitlinie” muss beachtet werden.
Wenn die Forderung eingehalten wird, gilt die Konstanz flr ¢ aber fur alle Punkte der Ellipse!
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4.6 Tangente am Beruhrpunkt

Hinweis: Hier steht X, (und yo) fur die Koordinaten eines Punkts auf der Ellipse. Nach Ein-

fuhrung des Pols wird unterschieden werden - x12 flr Bertihrpunkte und X, fur den Pol.
{Hier: Einziger Grund ist das "schonere Aussehen™ - 0" statt "1,2" oder "i"}

Fir eine Tangente am Punkt P(Xo | Yo) gilt t: X Xo/ @% +y Yo/ b* =1,
Alternativ ohne Briiche: t: b? x xo + @ y yo = a° b?.

(x | y) ist dabei der allgemeine Punkt auf dieser Geraden.
{x? bzw. y? aus der Ellipsengleichung sind in zwei Teile X X, bzw. y y, aufgespalten, daher ist auch der Name
"Spaltform" ublich.}

¢ Vorarbeit Kreis:
Fur einen Ursprungskreis ist die Tangente t: Xo X + Yo Y =T
Mdoaliche Herleitung
a) Vektorgeometrie
D Xo Yo Xo Yo
MP:(yO)—>u(gT):(XO )—>gT:x=(yo)+k(X0 )
A = (X - Xo) [ Yo; +A = (Y - Yo) / Xo
— (quadriert, summiert) x* + y? = Xo? (1 + A% + yo?(1 + A?)
— (A geeignet eingesetzt) X% + y? = X2 + y? + 2 (Xo? + Yo?) - (2 X Xo + Y Yo)
— (X2 + y? = Xo? + Yo? = 1 gingesetzt und gekiirzt) t: Xo X + Yo y = I
b) Analysis (gr:y =m X +c)
kr: y?2 = r? - x? — d/dx(y?) = 2y dy/dx = - 2x
an P(Xo | Yo): dy/dX = - Xo /Yo =m
tYo=MXo+C—C=Yo+Xe? Yo=Y =-(Xo /! Yo) X + Yo+ Xo? | Yo
(Yo): Y Yo=-Xo X+ Yo+ Xo? = =Xo X +I? = Xo X + Yoy =17

2

4 Nun die Ellipse:
a) Tangente am Umkreis und axiale Stauchung {dazu diente die "Vorarbeit'}
Tangente am Umkreis Kr: Xo Xk + Yo Yk = a2
Stauchung x = xk und y = (b/a) y« .
el: Xo X + (a/b) Yo (a/b) y =a% = X Xo /a2 + Yy Yo /b? =1
b) Formale Ubung ist die Herleitung tiber Analysis
allgemeine Geradengleichunggr:y=mx+c¢
el: X2/ a2+ y? [ b? = 1; y? = b? - x? b? | a2; d/dx(y?) = 2y dy/dx = - 2x b? / a2
an P(Xo |yo): dy/dx = - (Xo / Yo) (b?/a%) =m
t: Yo =M Xo + C — C = Yo + (X IYo) (b? / a2)
=y =-(Xo/ Yo) X (b7 @%) + yo + (%o / Yo) (b*/ @)
multipliziert mit (yo/ b%) — g1y Yo/ b? = - Xo X / @% + yo? /b2 + Xo? [ a2
umgeordnet — y yo / b? + xox /8% =1
{Fur den Bertihrpunkt P(X, | Yo) gilt (nattrlich) die Ellipsengleichung: x,? / @ + y? /b = 1.}

4.7 Beruhrbedingung fir eine Gerade "y =m x + ¢

Eine Gerade kann eine Ellipse schneiden (2 Punkte), tangential bertihren (1 Punkt) oder vor-
beilaufen. Ein Beriihrpunkt liegt vor, falls a> m? + b? = 2. (Ellipse in der Normallage!)
Schnitt von el: b? x? + a? y> = a?b?> mit g: y = m x + c.
b2 x? +a? {m? x? + ¢c* + 2 m x ¢} = a? b?
geordnet: X2 {a?m? + b} +x {2a?mc} +{a’c®-a’bh’}=0
Einschub: Fiir a x> + b x + ¢ = 0 entscheidet die Diskriminante A =4 a ¢ - b?
Uber die Losungsmenge. 2 reelle Lésungen fur A > 0, 1 reelle (Doppellgsung fir A = 0),
keine reellen Losungen fiir A < 0.
A=da*m?c?+4a°b*c?-4a*m?b?-4a°b*-4a*m?c?=0
—>c2-a?m?-p?=0
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4.8 Tangenten und Beruhrpunkte von einem Pol aus
Ein "logisch einfacher” Weg ist in der manuellen Durchfiihrung etwas umstandlich, aber méglich.

1. Die Ellipsengleichung wird nach y? aufgelost, y> = b? (1 - X2/ &)
2. Die Steigung wird berechnet. dy/dx = (1 / 2y) dy?/dx
dy?/dx = -2 x b? [ a® = dyldx = - (x /' y) (0* / @)
3. Mit yaus 1. haben wir die Steigung als Ausdruck in x.
4. Mit dieser Steigung kann eine Gerade aufgestellt werden, die durch den Pol geht.
5. Der Schnitt dieser Geraden mit der Ellipse liefert x des Beruhrpunkts.
Dieser Schritt ist in der Regel manuell zu aufwendig!
Es folgen die (richtigen) reellen Beriihrpunkte und weitere komplexe Punkte.
6. Mit der Geradengleichung folgt y der Berlihrpunkte.

Meistens benutzt wird ein Rechenweg Uber die Polare!

y
Die Polare ist die Gerade durch die beiden Pol
Berthrpunkte der Tangenten, die durch einen
Pol gehen, an die Ellipse. %
Pol Q(XO | yo) \ Beriihrpunkt

Berlihrpunkte P1(X1 | y1) und P2(Xz | y2)
Tangente Polare
(Hier ist nur der Fall wichtig, dass der Pol auBerhalb der Ellipse liegt.)

Normallage: el: b? x? + a? y? = a2 b?

Fiir eine Tangente am Beriihrpunkt gilt (fir Pi): ti: b? x xi + a? y yi = a% b?
Laut Voraussetzung liegt auch der Pol auf dieser Geraden ti.

t1 — b? Xo X1 + @% Yo y1 = @% b?

to = b? Xo X2 + @% Yo Y2 = @% b?

Subtrahiert: b? Xo (X1 - X2) + 8% Yo (Y1 - Y2) =0

Umgestellt: (y1 - y2) / (X1 - X2) = - (b? / 8) (Xo / Yo)

Dies ist auch die Steigung einer Geraden durch die beiden Punkte P1 und P!
Die Geradengleichung fiir die Polare ist damit (y - y1) = - (b2 / a) (Xo / Yo) (X - X1).
x und y gilt fur den allgemeinen Punkt auf dieser Geraden.

Umgestellt: a2 yo Y - @2 Yo Y1 = -b? Xo X + b? Xo X1

Geordnet:— b% Xo X + 8% Yo Y = @2 Yo Y1 + b? Xo X1
Die rechte Seite ist aus t1, siehe oben, bekannt: = a® b?

Damit ist die Gleichung der Polaren zum Pol Q: pol: b? xo X + a? yo y = a% b?

{Nicht verwirren lassen: Fur die Tangente gilt ein gleich aussehender Ausdruck. Bei der Tangente gilt X, und yo
fur einen Berlhrpunkt, der auf der Ellipse liegt, hier gilt X, und y, flr den Pol, der auRerhalb der Ellipse liegt.
Weil x? und y? in zwei Teile aufgespalten sind - x X, und y y, - heiRt diese Gleichung auch "Spaltform"}

Die Beruhrpunkte erhalt man durch einen Schnitt der Polaren mit der Ellipse.
Z.B. pol nach y auflgsen und dieses y in die Ellipsengleichung einsetzen.
Die entstehende (quadratische Gleichung) liefert x der Berihrpunkte.

y wird dann durch Einsetzen von x in die Polare berechnet.
(Rechnerisch kiirzer als das Einsetzen in die Ellipsengleichung.)

Die Tangenten sind Geraden durch zwei dann bekannte Punkte (Pol und Beriihrpunkt).

Die so entstehenden Rechnungen sind im Regelfall wesentlich kiirzer als der anfangs genann-
te "logisch einfache” Weg.

{Anmerkung: Liegt der Pol auf der Ellipse, ist die Polare gleich der Tangente an diesem Berthrunkt.}
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Beispiel

Ellipse in Normallage, a = 3; b= 2.

Pol Q(3//5 | 2)

Polare pol: 9-3+/5-x+9-2-y=36 - (2/v/5)x+3y=6
y=2-2x/(3V5) eingesetzt inel: 4 x? + 9 y? = 36
452+9{4+(4/95)x%-(8/3V5)x} =36 >x2/5-x/vV5=0->x1=0;x2=+/5
y-Werte dazu am einfachsten durch Einsetzen in die Polare.
X1=0->3y1=6—>y1=2

X2=V5 = (2V5) V5 +3y, =6 -y, =4/3

Geradengleichungen fir die Tangenten jeweils aus Pol und Berithrpunkt.
y=mXx+cmitm=(y1-Yo) /(X1 - Xo) Und C = y1 - M X1 (analog fiir 2)

Tangente 1: t:m=(2-2)/(0-3~/5)=0;c=2

Tangente 2: t2:m = (4/3 - 2) / (V5 - 31/5) = V/5/3; c = 4/3 - (+/5/3 - V/5) =3
Beriihrpunkte: P1(0 | 2); P2(V/5 | 4/3)

Tangenten: tiy=2;t:y=-(5/3) x+3

P1 und t; sind das, was man auch ohne Rechnung sofort sieht:

Weil Q die gleiche y-Koordinate wie der Nebenscheitel hat, muss die Tangente eine Parallele
zur x-Achse mit y = 2 sein und am Berthrpunkt (= Nebenscheitel) muss x1 = 0 sein.

4.9 Weitere Ubungen - Jeweils Normallage.

Ul Esist jeweils die Ellipsengleichung anzugeben (wenn dies moglich ist).
Gegeben sind
a) 2 Brennpunkte Fi(-4 | 0), F2(4 | 0)
b) Brennpunkt Fi(-4 | 0), Punkt auf der Ellipse P(0 | 3)
¢) 2 Punkte auf der Ellipse P+(3 | 12/5), P2(5/3 | 2 /2).

Losung:

a) Allgemein gilt F12(+e | 0) mit e? = a2 - b?
Damit liefert F2 keine neue Information bei bekanntem F1
Beliebig viele Ellipsen mit a = e + b? sind méglich.

b) Fi(-410), P(0]3)
An der Stelle x = 0 liegen die Nebenscheitel S(0 | £ b). P ist also der obere Nebenscheitel
und damitb =3. Aus Fi(-e[0)e=4.a?=16+9;a=5—>el: x?/25+y?/9 =1

c) Pi(3]12/5), P2(5/3 | 2 V/2). Fiir beide Punkte ist x = 0 und y # 0. Ein abgekiirzter Re-
chenweg ist nicht méglich.
Firr kiirzeren Schreibaufwand Umbenennung: u = 1/a%; v = 1/b?
Damit: uxi? + vy =1 Aux2+vy2=1
{Fur eine einmalige Ubung ist die Lésung mit den Zahlenwerten sinnvoller.}
Qu+(144/25)v=1A(25/9)u+8v=1—>v=1/8-25/72u—>9u-18/25-2u=1
—>u=125—>a=5->v=19 >b=3—>el:x/25+y?/9=1
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U2 Gegeben Tangente und ein Beriihrpunkt dazu, gesucht Ellipsengleichung.
t:y = -(3/10) x + (5/2); P(3 | 8/5)
{Die Gleichung flr die Tangente an einem Beruhrpunkt ist als bekannt vorausgesetzt. }
Losung: Tangente: t: X Xp / @% +y yp / b? = 1; Geradengleichung: y =m x + ¢
taufgeldst: y = x - [ (- xp b?) / (ypa®) ] + b2/ yp
Koeffizientenvergleich: b?=ypc = (8/5) - (5/2) = 4
a?=-(xpb? /(ypm)=-3-4/(-8/5-3/10)=25
el: x2/25+y?*/4=1

U3 Gegeben: g: y = -(3/2) x + 4; g schneidet die Ellipse im oberen Nebenscheitel. Der zweite
Schnittpunkt ist bei xs = 2352 / 505 ~ 4,66. Gesucht: Ellipsengleichung.

Losung: Der obere Nebenscheitel ist S(0 | b). Eingesetzt in die Geradengleichung folgt sofort
b = 4. Dass hier keine Tangente vorliegt, ist durch die Aufgabenstellung gegeben. Da die
Gerade die Ellipse an einem Punkt schneidet, muss auch ein zweiter Schnittpunkt vorlie-
gen. Gesucht ist der Schnitt Ellipse / Gerade.

y aus g eingesetzt in die Ellipsengleichung:
b>x?+a’y?=a’bh’> > 16x°+a%- (9x?/4+16-12x) =16 a

umgeordnet: x? (16 + 9a2/4) -12xa?=0

LOsung X1 = 0 {Der schon bekannte Wert muss auch bei der Schnittpunktberechnung noch einmal erhal-
ten werden!}

Losung x2: (16 + 9 a%/ 4) x - 12 a2 = 0; gegeben ist x, = 2352 / 505.

a[(9 - 2352) / (4 - 505) - 12] = a® (- 768 / 505) = - 37632 / 505 — a* = 49

el: x2/49+y?*/16=1

U4 Gegeben: Ellipse el: X2/ 9 + y? / 5 = 1. Die von einem Pol an die Ellipse gelegte Tangente
hat die Berlhrpunkte P1(xs | y1) und P2(Xt | y2). X ist ein Wert, X > 0. Der Abstand vom
Pol zum ndchstliegenden Brennpunkt ist 4 (L&ngeneinheiten). Gesucht: Koordinaten des
Pols und der Berihrpunkte.
{Was weill man zur Lage des Pols? Welcher Zusammenhang gilt zwischen y; und y,?}

Losung: P1 und P2 liegen an gleicher Stelle auf der x-Achse.
Die Gerade durch diese Punkte, die Polare, ist daher eine Parallele zur y-Achse.

P1 und P2 liegen symmetrisch zur x-Achse.
{Nur dann haben beide dieselbe x-Koordinate; also auch y; = -y,.}

Der Pol liegt daher auf der x-Achse. Wegen xz > 0 ist der rechte Brennpunkt der nachst-
liegende Brennpunkt F(+e | 0); &2 = a2 - b? = 4.

Fir den Pol Q(Xo | 0) im Abstand 4 ist also X, = 6.

Polare: b? xo X + 8 yoy =a?h?> > 5-6 x+9 - 0-y =45 — x = 3/2. {ist x fiir Beriihrpunkt}
{Einsetzen von x in die Polare liefert (natiirlich) keine Bedingung fiir y.}

Einsetzen in die Ellipsengleichung: y? = 5 [1 - (3/2) / 9] = 15/4.

Q(6 | 0); P1(3/2 | V15 /4); P2(3/2 | - V15 /4)
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U5 Gegeben: Ellipse el: x? /8 + y? /2 = 1. Gerade: g: y = -(1/2) x + 4.
Gesucht: Tangenten, y = m X + c, die zu g parallel sind und Beriihrpunkte.

Losung:
Weg 1: Steigung am Berthrpunkt einsetzen in Ellipsengleichung
an P(Xo |Yo): dy/dx = - (Xo / Yo) (b?/ a%) = m;
in Ellipsengleichung eingesetzt, umgeordnet: X, =a?/[ 1 + b?/ (a>m?) ];
Yo = - Xo b? / (@? m) {oder aus Ellipsengleichung - dann aber quadratische Gleichung!}
Tangente aus bekannter Steigung und Berihrpunkt.
X2 =8/[1+2/(8-1/4)]=4;Xe=%2;Yo=%2-2/[8 (-1/2)] =+ 1;
— Tangente zuXo=2:¢c=1-(-1/2) - 2=2;zuXo=-2: ¢ =-1-(-1/2) - (-2) = -2

Pi(2]1); tiry=-(1/2) x + 2; P2(-2 | -1); tr y = -(1/2) x - 2

Weg 2: Anwenden der Beriihrbedingung a> m? + b? = ¢2
Damit sind (sofort) die Tangenten angebbar.
Beruhrpunkte durch Einsetzen in die Tangente oder Ellipsengleichung.
c2=8-(1/4)+2=4,c=%2.
try=-(1/2) x+ 2; t2:y =-(1/2) x - 2.
Am Beriihrpunkt (X = Xo, Y = Yo):
Ut X2/ 8+ [-(12)x+2)?/12=1—>x*-4x+4=0—>%x=2
y mit Tangente:y=-(1/2) -2+2=1
{schlecht: Einsetzen in die Ellipsengleichung.
yY=(1-x2/a®)b?=(1-4/8) 2=1—>y==+1
y = -1 erfillt zwar die Ellipsengleichung, liegt aber nicht auf der Tangente!}
Ut X2 +4x+4=0->x=-2;y=-1

Pi(2|1); Ti:y=-(1/2) x + 2; P2(-2 | -1); T2:y=-(1/2) x - 2

U6 An eine Ellipse werden in den Punkten 1 bis 4 Tangenten gelegt. Die Punkte haben je-
weils die x-Koordinaten von Brennpunkten. Die Anordnung enthdlt Symmetrien.

Anschaulich erwarten wir, dass die Tangenten an 1 und 3 (2; 4) !

parallel sind. Zum Schnittpunkt der Tangenten an 1 und 2 (3; 4) 1 2
und zum Schnittpunkt der Tangenten an 2 und 3 (1; 4) haben wir
ebenfalls eine anschauliche Vermutung.

Das soll rechnerisch bestatigt werden. 4 3

Losung: e2 = a2 - b%; Brennpunkte F(x e | 0). Zux = e ist y* =b? (1 - e?/a?) = b*/ a2
y =+ b?/ a. Zuordnung der Vorzeichen laut Skizze.

— Pa(-e | b%/a); P2(e | b?/a); Ps(e | -b%/a); Pa(-e | -b?/a).

Steigung an P(Xo | Yo): dy/dx = m = - (Xo / Yo) (b?/ @2).

Beispiel P2(e | b%/a): m = - (e a/b?) (b?/a?) = - ela.

Tangente (y =m X + ¢) an P2: ¢ = b%a - (-e/a)-(e) = (b*> + e?) /a = a.

Analog fir die anderen drei Tangenten.
—>tiry=(efa)x+a;try=-(elfa)x+a;tz:y=(efa) x-a; ts:y=-(ela) x - a.

t und t3 (T2 und T4) sind parallel.

Schnitt t1 / t2: Xs (M1 - M) = (C2 - €1) — Xs = [a - a] ... = 0. Wie erwartet, liegt der Schnitt-
punkt auf der y-Achse. M ys = a {Ts/ Ta: ys = - a}

Schnitt t; / t3: Xs (M2 - m3) = (Cs - C2) — Xs = [-a - a] / [-(e/a) - (e/a)] = a° / e.

ys = (-e/a) - (a®/e) + a = 0. Wie erwartet, liegt der Schnittpunkt auf der x-Achse.
{t1 /ta: x5=-a2/e}
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