Kegelschnitte - Teil 5

5. Details: Parabel
5.1 "Normallage™ und "'Standardlage™

Die Punkte auf der Parabel liegen symmetrisch zur Mittellinie, der "Achse der Parabel™. In
der "Normallage" ist dies die x-Achse des Koordinatensystems. Der Graph ist ausgehend
vom Scheitel im Koordinatenursprung nach rechts gedffnet. Zur Definition einer Koordina-
tengleichung dient der Brennpunkt.

Die Punkte auf der Parabel liegen symmetrisch zur Achse S(00)
der Parabel. :
F ist der Brennpunkt, S der Scheitel
par:y>=2p X
F(p/2]0)
Bei Drehung um 90° bzw. &quivalent dazu einer Vertauschung der y

Variablen entsteht eine Form, die zur tblichen, gewohnten Darstellung
von Funktionen f(x) passt, die "Standardlage".

par:y = (1/2p) x?> (Die einfachste Form dazu ist f: y = x2.)

Die "Achse der Parabel” ist hier die y-Achse des Koordinatensystems.

Die "Normalparabel” y = x? lauft durch das Minimum S(0 | 0) (der "Scheitel").

f: y = a x? bedeutet geometrisch eine Dehnung oder Stauchung. Damit kann fiir a < 0 die Pa-
rabel auch nach unten zeigen, also nur negative Werte annehmen; der Scheitel ist dann das
Maximum. Zusammenhang p = 1/2a.

"Kontrollrechnung': 90° Drehung ist &quivalent zur Variablenvertauschung
Fir eine Drehung um ¢ ist (in Vektorschreibweise) Xg = Xgedrent = D X
_ (cos(@) —sin(@) e _oane R — (0 =1
D= (sin(cp) cos(¢g) >_) furo=90°D = (1 0 )
Fir die Koordinaten: Xg = -y und yg = X

Eingesetzt in y> =2 p X: (-Xg)> =2 p Yg = Yg = (1/2p) X4° 4

Allgemeine Form in der Standardlage

Die Parabel kann auch in Richtung x und y verschoben sein.

Dann ist der Scheitel S(X | Yo). Die allgemeine Form ist damit par: y = a (X - Xo)? + Yo
Ausmultipliziert: y = a X% - 2 X Xo + Xo* + Yo

Das ist der bekannte allgemeine Ausdruck als Polynom 2. Grades f:y=ax®>+ b x + ¢
Fiir den Scheitel gilt als Zusammenhang X, = - b/ (2a) und y, = ¢ - ax.’.

Herleitung der Scheitelform aus der allgemeinen Form durch quadratische Ergdnzung
(= halber Koeffizient des linearen Terms):
y=ax?+bx+c=a{x®+blax}+c=a{x’®+blax+ (b/2a)’- (b/2a)’} +c =
=a{x+ (b/2a)}* + ¢ - a (b/2a)?

=a(X-Xo) + Yo
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5.2 Brennpunkt und Leitlinie

Im Zusammenhang mit der Normallage (y? = 2 p x) wurde definiert:
Die Parabel ist die Menge aller Punkte, die von einem Brennpunkt
F(p/2 | 0) und einer Leitlinie gL: x = - p/2 den gleichen Abstand haben.

Man kann auch die Abstandsbedingung als VVoraussetzung wahlen und
daraus die Koordinatengleichung herleiten.

Wo liegen Brennpunkt und Leitlinie in der Standardlage (y = a x?, mit a = 1/2p)?
Eine 90° Drehung fuhrt zu F(O | p/2) und gL: y = - p/2.

Die Verschiebung S(0 | 0) — S(Xo | Yo) ist flr jeden Punkt anzuwenden.

Damit F(Xo | p/2 + Yo) = F(Xo | 1/4a + yo).

Die Dehnung/Stauchung mit a ist in p schon enthalten.

Die Verschiebung fihrt zu gL: y = -p/2 + yo = - 1/4a + Yo.

Kontrolle:
Abstand Scheitel zu Leitlinie (1) = Abstand Scheitel zu Brennpunkt (2) = p/2 = 1/4a
Der Abstand (1) ist als senkrechter Abstand beim gleichen x wie der Scheitel definiert.
Fur die Abstandsquadrate
(1) (Xo - Xo)? + (-1/4a + Yo - Yo)? = (1/4a)? (zur Leitlinie)
(2) (Xo - Xo)? + (1/4a + Y, - Yo)? = (1/4a)? (zum Brennpunkt F)
Uberpriifung, dass der Abstand von jedem Punkt auf der Parabel zum Brennpunkt bzw. zu
Leitlinie gleich ist:
Fir die Normallage:
par: y? = 2 p X; P(Xo | Yo); Brennpunkt F(p/2 | 0); Leitlinie gL: x = - p/2
zum Brennpunkt: di? = (Xo - P/2)% + Yo? = Xo? - P Xo + P4 + 2 p Xo = (Xo + P/2)?
zur Leitlinie (Lotabstand): d2? = (Xo - (-p/2))?
—>di=dv
Fir die Standardlage:
par:y = a X%, P(Xo | Yo); Brennpunkt F(0 | 1/(4a)); Leitlinie gL: x = - 1/(4a)
zum Brennpunkt: di? = Xo? + (Yo - 1/4a)? = Xo? +Yo? - Yo/2a + 1/(16 a2)
yo/2a = X02/2; dl2 = y02 + X02/2 + l/(l6 a2)
zur Leitlinie: d2? = (yo + 1/4a)? {gleiche x-Koordinate, weil Lotabstand)
d2? = yo? + X022 + 1/(16 a?)
—>di=d v

5.3 Brennpunkt-Eigenschaft

Der Name "Brennpunkt" weist darauf hin, dass alle Strahlen, die paral- X
lel zur Parabelachse einfallen, in diesen Punkt reflektiert werden (und < Z

umgekehrt). Skizze fir Normallage

Rechnerische Verifikation fiir die Standardlage "'y = a x*""
{Dabei werden keine weiteren Annahmen zur Lage der Geraden gemacht!}

Brennpunkt F(0 | 1/4a); Punkt auf der Parabel P(Xp | yp). Strahl ausgehend von F.

Vektor FP = (yp _Xi/%) = e; die Reflexion erfolgt an der Tangente im Punkt P.

Bekannt ist die Steigung der Tangente, m = 2 a X, {Eine Normale dazu hat die Steigung m' = -1/m.}
Ein moglicher Vektor dazu: m' = Ay/Ax; wenn AXx=1istAy=m'—> n = (rrll,)
Reflexionsformel r=e -2 (e-n/n-n) n

en=xp-(axp?-1/4a)/ (2axp);nn=1+1/(2axp)>

{... Rechenarbeit nétig, aber interessant ist nur das Ergebnis!}

r= <’(I)‘) mit T = (4 a® X, + 1) / (4 a) { Reflektierte Strahlen parallel zur y-Achse. 1}
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Ubung 1: Fir jeden von F auf irgendeinen Punkt P auf der Parabel fallenden Strahl geht der
reflektierte Strahl in Richtung x-Achse, ist also parallel zur Parabelachse!

a=1/3; xp = 6; P(6| 12); F(0 | 3/4); e = FP = (456/4): m=2ax,=4;m =-1/m=-1/4
(1 N o )
n= (_1/4>, een=6-45/16 =51/16; n-n=1+ 1/16 = 17/16

— _( 6 1 _( 6 1 _( 0
r=e-2(en/nnyn= (45/4) -2 (51/16 - 16/17) (_1/4> = (45/4) - 102/17 (_1/4> = (51/4>
Wir erhalten eine Parallele zur y-Achse als reflektierten Strahl zum einfallenden FP.

Ubung 2: Ein anderer Versuch ist, diese Brennpunkt-Eigenschaft mit einer Kombination
Skizze und Rechnung zu verifizieren. {Rechnerische Uberprifung fir "y = a x>}

An einem Punkt P auf der Parabel betrachten wir die g — O
Linie FP und eine Gerade ga parallel zur Parabelachse. L " '
Die Gerade ga schneidet die Leitlinie g im Punkt S.
Die Skizze legt nun nahe, dass die Tangente gr die Li-
nie FS halbiert, Schnittpunkt U.

Dann sehen wir 2 kongruente Dreiecke PSU und PFU.
Der Einfallswinkel (F-U-P) und der Ausfallswinkel (U-

P-S) sind gleich. ‘ ~
) sind gleic . gA gT

=> Die Gerade vom Brennpunkt aus, FP, und die zur Parabelachse parallele Gerade

(kollinear zu SP) beschreiben die Reflexion an P.
P(Xp | a xp?); F(0 | 1/4a); Leitlinie gL: y = - 1/4a
Die Koordinaten von S sind aus der Skizze ablesbar: S(x; | -1/4a)
Als "Ubung" kann man rechnen:
e 0 1
Gerade gPS: x = p + t v; Leitlinie: gL: x = (_1/4a> +5 (0)
Schnitt: gPS = gL; — s = Xp; t = {4 a’xp? + 1} / {4a}; damit S(x, | -1/4a)
U liegt in der Mitte von F und S: U(xp/2 | 0)
F und die Leitlinie haben gleichen y-Abstand vom Scheitel;
U liegt auf der Hohe des Scheitels
"Rechnerisch" ist u = f + (1/2) FS
Schon vom Ansatz her sind FU und US gleich lang.
(Lange)? = x,%/4 + a%/16
PU ist gleich fiir beide Dreiecke.
FU (US, FS) und PU sind orthogonal.
e = [ Xp/2 —xp/2\ _
Skalarprodukt (fir FU und PU): (_1/4a> . <_a XS) =0
Die Bedingung flr kongruente Dreiecke (2 gleiche Seiten, gleicher eingeschlossener Winkel)
ist erfllt.
— Der Einfallswinkel (F-U-P) und der Ausfallswinkel (U-P-S) sind gleich.
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Ubung 3: Mdglich ist auch eine direkte Uberpriifung, ob
Einfallswinkel = Ausfallswinkel.

Einfallender Strahl e, reflektierter Strahl r. (Parabel y = a x?)
Einfallswinkel = Winkel zwischen e und der Tangente t
Ausfallswinkel = Winkel zwischen Tangente und PS

- X
Vektoren: FP=¢= ( ); Tangente:m=2axp—>t= ( 1 );

p
axi— 1/4a 2ax,

fiir r am einfachsten ein Einheitsvektor in Richtung y-Achse r = ((1))

Um Rechenarbeit zu sparen, wird "cos(a, B) - | t |* verglichen.
Fir Ausfallswinkel B3:
rt=2axp|r|=1;cos(B)-|t|=2axp
Far Einfallswinkel o
Abkiirzung Z = (a xp? - 1/4a)
et=Xp+Z-2aXp ee=xXp+2Z°
cos(a) - |[t|={xp+Z-2axp}/{x?+ 22}
nach einigen (') Umformungen ist dies 2 a X
— Die Gleichheit bestatigt o = .

Zahlenbeispiel dazu (mit geringerem Rechenaufwand)
a=1/2; xp = 3 — Parabel y = (1/2) x% P(3 | 9/2); F(0 | 1/2)
Tangente Steigung m = 3; ausfallender Strahl parallel y-Achse

e=FP = (i); t= (é) r= ((1)); et=15;ee=25;tt=10;rt=3;rr=1

Einfallswinkel cos(a) = 15/ (5 vV10) ~ 0,949; o ~ 18,4°
Ausfallswinkel cos(B) = 3/+/10; p ~ 18,4°
— o = 3 bestétigt.

5.4 Tangenten

Fiir eine Tangente an die Parabel im Punkt P(Xp | yp) gilt in der Normalform "y?> = 2 p x

Y Yp=p (X +Xp)

Maogliche Herleitung:

y?=2px—>dyldx=2ydyldx=2p—>dyldx=p/y

am Punkt P: dy/dx = p / y, (das ist die Steigung m der Tangente)

Ansatz Gerade:y=mx+c—oanP:yp=(p/Yp) Xp+tC—>C=Yp-pXp/ Yp

Tangente Y =pX/Yp+Yp-PXo/Yp—> Y Yo =P X+ Yo" -PXp=PX+2PXp-PXp

Fiir "y = a x*" ist die Tangente y = (2 a Xp) X - a Xp?

dy/dx =2ax - yp=(2aXp) Xp+C—>C=Yp-2aXp> >y =(2aXp) X+ Yp - 2@ Xp?

{Durch Koordinatenvertauschung erhélt man wieder den vorigen Ausdruck fir die Normalform.
x=Qayp)y-ayundx=ay?alsoxp=ayp” = (X +Xp) =2ayYp—>Y¥p=p (X +X)}

In der allgemeinen Form "y = a x* + b x + c" etwas langer:
Tangente:y=(2axp+bxp) X+ (@xp+h)Xp-(2axp+bXxp)Xp+cC

Beruhrbedingung in der Normalform:

Die Gerade y = m x + ¢ soll eine Tangente sein. Dann berihrt sie die Parabel in 1 Punkt;
schneidet sie nicht (in 2 Punkten) und lauft nicht vorbei (kein reeller Schnittpunkt).
V=2px—om?x2+ct+2mxc-2px=0-m?x?+2(mc-p)x+c2=0
x12={2(-mc)x[4m>c?+4p2-8mcp-4m?c¥}/2m?

1 Losung folgt tiber die Diskriminante mit4 p?=8mcp —>p=2mc
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Polare und Tangenten von einem Pol aus

Die Polare ist die Gerade durch die beiden o

Berihrpunkte der Tangenten, die durch einen re

Pol gehen, an die Parabel. x

Pol Q(Xo | Yo)

Beriihrpunkte Bi(x1 | y1) und B2(X2 | y2) | Tanigwe
Beriihrpunkt

Tangenten, die durch den Pol und einen Berthrpunkt gehen:

Y1 Yo =P (Xo + X1) und Y2 Yo = p (Xo + X2)

Differenz: yo (Y1 - Y2) = p (X1 - X2)

Damit ist (y1 - y2) / (X1 - X2) = p / Yo = m die Steigung der Polaren {Gerade durch B; und B2}
Ansatz als Gerade: (y - y1) = m (X - X1) {gleiches Endergebnis fiir B2}

Einsetzen von m: (y - y1) = (p / Yo) (X - X1)

Umgeordnet: Yy Yo - Y1 Yo =P X - P X1

Fir y1 Yo Tangentengleichung eingesetzt: y Yo -p Xo-P X1 =P X - P X1

In einer Form &hnlich der Tangente: pol:y yo = p (X + Xo)

Fur die weiteren Schritte sind zwar allgemeine Formeln méglich. Im Regelfall fihrt man das
aber fur die konkreten Angaben einer Aufgabenstellung durch.

1) Der Schnitt der Polare mit der Tangente liefert eine quadratische Gleichung fir x der Be-
rihrpunkte.

2) Aus Beruhrpunkt und Pol folgt die Tangentengleichung, z.B. in der Formy=m x + c.

Beispiel
Parabel in Normallage: p =3
Pol: Q(-2 | 1/2)

Ldsung:
Polare:y =6 x - 12

Berlhrpunkte B1(8/3 | 4); B2(3/2 | -3)
Tangente 1:y = (3/4) x + 2
Tangente 2:y =-x - 3/2

Rechenweq:
Polare:y (1/2) =3 (x-2) > y=6x-12
Schnitt mit Parabel: y?=6x — 36 x*>+ 144 -144x=6x > 36 x*-150x + 144 =0
— 18 x2-75x+72=0— x1, = {75 + [5625 - 5184]*?}/36
— = {75+ 21}/36; x1 = 8/3; x2 = 3/2
Die y-Werte dazu folgen durch Einsetzen in die Parabel. (?) — schlecht!
Dann wirden wegen y = + /2 p x jeweils 2 Werte erhalten. In einer Skizze kdnnte man zwar
den passenden Wert auswéhlen, aber es ist umstandlich.
Daher: Einsetzen in die Polare (eine lineare Gleichung)!
y1=6-8/3-12=4;y,=6-3/2-12=-3
Aus den Beruihrpunkten und dem Pol die Tangenten:
tiimi=(4-1/2)/(8/3+2)=3/4;c1=4-(3/4)-(8/3) =2
trmy=(-3-1/2)/(3/2+2) =-1;¢co=-3-(-1) - (3/2) =-3/2
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Der Pol darf auch rechts vom Scheitel liegen,
er muss nur "auBerhalb™ der Parabel liegen.

Ein Beispiel furp =3
Pol Q(1 | 7/2)
Berlhrpunkte B1(6 | 6); B2(1/6 | 1)

Fiir die Standardlage gilt "y = a x*". {Entsprechend einer Achsenvertauschung und a =1/ 2p.}
Direkte Rechnung:

¢

Tangentean P(Xp |Yp) y=mXx+c:m=dy/dx=2aXx;Cc=yp-mXp

anP:y=(2axp) X+ Yp-(2axp) Xp=(2axXp) X-aXxp>odery=(2axp) X-Yp
Maoglich ist auch eine Form mit gleicher Struktur wie fiir die Normallage:

X Xp = (1/2a) (y + Yp)

Tangente, die durch den Pol Q(Xo | Yo) geht: t: y =m x +c.

Schnitt mity = a x?:ax?=m x + ¢; m = 2 a x (weil t am Beriihrpunkt eine Tangente an
die Parabel ist); ¢ =y, - m X, (weil t auch durch den Pol geht).
ax?=(ax)X+Yo-(2ax)Xo—>ax?-(2axXe)X+Yo=0

—X12=Xo /xg — Yo/, (Beruihrpunkte)

Der Rest der Rechnung wie vorher (y-Koordinaten der Beriihrpunkte und dann Tangenten
aus zwei Punkten).

Die Berechnung der y-Koordinate der Berthrpunkte ist hier einfacher als in der Normal-
lage. Anstelle einer Wurzel bei y? = 2 p x und damit 2 Werten folgt bei y = a x? nur 1
Wert.

Fir die Polare konnen wir mit der Achsenvertauschung argumentieren und erwarten aus
"y Yo =p (X + Xo)" fur die Normalform "x xo = (1/2a) (y + yo)" furr die Standardlage;
aufgelost "y = (2 a Xo) X - Yo'
Etwas umsténdlich ist die direkte Verifikation als Gerade durch die Beriihrpunkte.
(Y -y1) =m (X -X1); m=(y2-y1) / (X2 - x1) = Ay / Ax
AX = (Xo - Z - Xo - Z) = - 2 Z {mit Z filr (Xo? - yo/a)*?}
AYy=a{Xe +Z?-2XoZ -Xo*-Z%-2%Z}=-4axoZ
m=2aXo
(X-X1)=X-Xo-Z
(y-y)=y-a{x’+Z*+2x Z}
gesamt: y-axe -aZ?-2aXoZ=2aXXo-2aXo’-2aXoZ
-aZ?=-axo’+ Yo
—>Yy=2aXXo-Yo

Als Beispiel dieselbe Situation wie vorher bei der Normallage (p = 3; Q(-2 | 1/2)
Es gilt dann a = 1/6 und Q(1/2 | -2) wegen der Achsenvertauschung.

Beriihrpunkte: X12 = Xo /xg —Yo/ =12+ /1/4 +12=12+7/2

Bix=4;y=ax?*=8/3;Bxxx=-3;y=3/2,
Tangenten: ti:mi=[8/3-(-2)]/[4 - (1/2)] =4/3; c1=8/3 - (4/3)-4 =-8/3

txm2=[3/2-(-2)]/ [-3 - (1/2)] =-1; c1 = 3/2 - (-1)-(-3) = -3/2

Polare: y = (2 a Xo) X - Yo = (2/6)-(1/2) x - (-2) = (1/6) x + 2
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B1(4 | 8/3); B2(-3|3/2); t1: y = (4/3) x - (8/3); t2: y = - x - (3/2)
Vergleich mit dem vorigen Resultat (Normallage)

Die Koordinaten sind vertauscht.

Normallage Normallage vertauscht Berechnung Standardlage
B1(8/3]4); B2(3/2|-3) Bu(4]8/3); B2(-3|3/2) B1(4 | 8/3); B2(-3 | 3/2)
Q(-21/2) Q(1/2]-2) Q(1/2]-2)

In den Geradengleichungen sind die Variablen vertauscht.

Normallage aufgeldst Berechnung Standardlage
ty=(3/4)x+2 X =(413)y - (8/3) y = (4/3) x - (8/3)
try=-x-3/2 X=-y-3/2 y=-X-(3/2)

Polare:y =6 x - 12 x=(16)y+2 y=(1/6) x + 2

Die relative Lage der Tangenten usw. zur Parabel ist gleich!

Die Aquivalenz ist auch bildlich zu sehen. Wenn die Grafik aus der Normallage (y? = 2 p X)
um 90° gedreht und horizontal gespiegelt wird, zeigt die neue x-Achse in Richtung der alten
y-Achse (und analog fiir die andere Achse). Es entsteht die gleiche Situation wie flr die direk-
te Rechnung in der Standardlage (y = a X2, mita =1 /2p).

i
- X -
2 \\2 1 2 3 | \ ‘ =<
Normallage Normallage verdreht, Neue Grafik fir Standardlage
Ausgangsorientierung gespiegelt (direkt berechnet)

Allgemeine Form "y =ax?+b x + ¢

Ein direktes Arbeiten mit dieser Formel fuhrt zu langeren Ausdriicken bei der Berechnung der
Schnittpunkte und Tangenten.

Kirzer ist eine Koordinatenverschiebung - so, dass der Scheitel im Ursprung liegt, also Be-
rechnung der Berithrpunkte usw. in der Standardlage "y = a x?".

Die allgemeine Form kann als Scheitelpunktsform "y = (x - xs)? + ys" geschrieben werden.
Scheitel S(xs | ys) mitxs=-b/(2a) und ys=c - b?/ (4 a).

Falls die "Aufgabenstellung"” noch Punkte enthélt, z.B. Berechnung von einem Pol aus, mus-
sen die Punkte transformiert werden. P(x | y) = P(X - Xs | ¥ - ¥s)

Ricktransformation nach den Berechnungen in der Standardlage:
Punkte: P(X | y) = P(X + Xs | Y + Vs)
Geraden:y=mx+k—>y=mx+Kk+ys-mxXs

{Ohne eingezeichnete Achsen wiirde eine Skizze der Ergebnisse gleich aussehen wie die Skizze in der Standard-
lage!}
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Beispiel {Unter Verwendung einer schon durchgefiihrten Rechnung}
Parabel: y=(1/6) x? - (1/2) x + 27/8
Pol: Q(2|1)
"Aufgabenstellung™: Gesucht sind Tangenten und Beriihrpunkte vom Pol aus.
Xs = (1/2) 1 (216) = 3/2; ys = (27/8) - (1/4) | (2/3) =3 —>S(3/2 | 3)
Parabel Scheitelpunktsform y = (1/6) [x - (3/2)]* + 3
Verschiebung des Scheitels in den Ursprung:
Parabel y = (1/6) x?
Pol Q(2-3/2|1-3)=Q(1/2]-2)
Fir diese Parabel in Standardlage wurden vorher alle gewiinschten Angaben berechnet.

Element in Standardlage in "Aufgabenstellung”
Pol Q(1/2 -2) Q(21]1)

Beriihrpunkt 1 B1(4 | 8/3) B1(11/2 | 17/3)
Beriihrpunkt 2 B2(-313/2) B2(-3/2 | 9/2)
Tangente 1 y = (4/3) x - (8/3) y = (4/3) x - (5/3)
Tangente 2 y=-x-(3/2) y=-x+3

Polare y=(1/6) x + 2 y = (1/6) x + 19/4

{Neue Grafik mit den Werten zur "Aufgabenstellung"}

Der grafische Vergleich zeigt die
gleiche "relative Lage".

Punkte um S(Xs | ys) verschoben. 4 3 2 ) 2345
Geraden mit gleicher Steigung und
verschobenem Achsenabschnitt

VS 7/‘2\{23‘

2

v/ .
Standardlage "Aufgabenstellung"”

5.5 Erganzende Ubungen

U1 Zur Polaren

Zu einer Polaren existiert eine dazu parallele Tangente.

Es gibt den Pol Q und den Bertihrpunkt B. Zusétzlich gibt es
den Punkt M, den Schnittpunkt der verlangerten Geraden QB
mit der Polaren.

Die Skizze ist absichtlich schlecht! (irrefihrend)

{Man soll die Lésung nicht schon aus der Skizze erraten kénnen.}
Richtig ist: Q, B und M liegen auf einer Geraden.

Falsch sind, die Orientierung der eingezeichneten Geraden 4
und die relative Lage der Punkte Q, B und M. Tangente

Q(Xo | Yo) sei bekannt. Die Parabel ist in der Normalform y? = 2 p x gegeben. Was weifl man
dann tiber die Koordinaten von B und M und die Absténde |QB| und [BM|?

{Ein eventuell interessanter Zusammenhang. Fur eine Bestimmung der Tangenten an die Pa-
rabel - diinn gezeichnet - und den Berlhrpunkten dazu, bietet es keinen Vorteil!}

© 2017, A. Kratochwill Kegelschnitte - 5 - Seite 8 (von 11)



L1 Bekannt: Polare y yo = p (X + Xo); Tangente: y ys = p (X + Xg)
— Polare: y = (p/yo) X + (p XolYo); Tangente: y = (p/ys) X + (p Xs/yg)
Weil beide Steigungen gleich sein sollen: (p/yo) = (p/ys) — Yo =yB
Xo ist gegeben. xg ist, weil B auf der Parabel, xs = y&%/(2p) = Yo7/(2p)
QB liefert die Geradengleichung y = Yo {zwei Punkte mit gleicher y-Koordinate}
Schnitt der Geraden mit der Polaren: yo = (p/yo) X + (p XofYo) —> X = (Yo© - P Xo)/p = Xum
Kontrolle, y dazu: y = (p/Yyo) (Yo - P Xo)/p + (P Xo/Yo) = Yo = YM
= Q, B und M liegen auf einer Parallelen zur x-Achse, die durch Q geht.
{Q(Xo [ ¥o), B(X8 | ¥o), M(Xm | yo)}
Abstandsquadrate: Q, B: (Xo - Xg)? {gleiches y} = Xo - Yo?/(2p);
B, M: (X - Xm)? = Yo?/(2P) - Yo'/(P) + Xo = Xo - Yo'/(2p)
= Die Abstande sind gleich.
M ist der Spiegelpunkt zu Q. Wenn der Pol Q auf der Parabel liegt, also zum Berlhrpunkt
wird, ist die Polare gleich der Tangente. Dies sieht man auch direkt an den anfangs angegebe-
nen Gleichungen. Fur die Standardlage gilt Analoges, dann liegen Q, B und M auf einer Paral-
lelen zur y-Achse.
Die Wahl M fir den Punkt auf der Polaren ist mit einer Skizze verstandlich {"Mittelpunkt"}.
Die allgemeine rechnerische Verifikation bestatigt das.

Zuerst die beiden Berihrpunkte der Tangenten vom Pol aus.
{In der Skizze oben sind das die beiden nicht ausgefillten Punkte.}
Schnitt der Polaren mit der Parabel:

V=2pX=(pX/ Yo+ PXo!Yo)? > X+ X (2Xo-2Yo? | P)+X?=0

X125 (Yo’ /P -Xo) £ [Yo' -2p X0 Yo ]"* Ip=A£B/p

Einsetzen in die Polare:

Yi2=A@E/Yo)£(B/p)/(P/Yo) +PXo!Yo=(AP)/ Yot B/Yo+pXolYo

Mittelpunkt dieser beiden Berlhrpunkte:

X =[A+B/p+A-B/pl/2=A= (Yo’ /P-Xo)=Xu

Y =[(Ap)/Yo+B/YotpXo/Yot+ (AP)/Yo-B/Yyo+pXolYyo]/2=
=(AP) Yo+ PXo!Yo= (Yo’ -XoP)/ Yo+ P Xo! Yo = Yo = Yym

= M liegt auf der Polaren in der Mitte zwischen den beiden Berlhrpunkten der
Tangenten vom Pol aus. {Der Pol muss "auBerhalb" der Parabel liegen.}

8

6 g
—| g

-2 0 2 4 6 8 10 12

Q(-212) Q(2 | 4) Beispiel zu "Diese Herleitung gilt fiir alle Q, die "au-
Parabel, Polare, y = yo Rerhalb™ der Parabel liegen™.

{Erkennbar ist auch in der Skizze: gleiche Abstande |QB| = |BM|}
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U2 Zur gegenseitigen Lage zweier Parabeln

Gegeben Parabel 1 parl: y? = 2 p1 x = 4 x. Eine zweite Parabel ist in der Normalform auf der
x-Achse verschoben und der Parameter p; hat den doppelten Betrag von pi1. Ein Schnittpunkt
der beiden Parabeln hat die y-Koordinate 2 2. Parabel 2 hat an der x-Koordinate des Brenn-
punkts der Parabel 1 einen Wert y? > 0. Gesucht: zweite Parabelgleichung.

L2 Die verschobene Parabel 2 hat die Gleichung par2: y? = 2 p2 (X - Xo).

Am Schnittpunkt: 4 x =+ 8 (X - Xo)

—>firp2>0:Xs=2%Xo > Ys?=8Xo—>Xo =1

— fiir p2 < 0: Xs = (2/3) Xo = Ys® = (8/3) Xo = X0 = 3

Brennpunkt der Parabel 1 F(p1/2 | 0) = F(1 | 0). Parabel 2 an dieser Stelle y> =2 pz (1 - Xo)

— flrpz>0:p2=+48; y>*=8 (X - Xo) =8 (x- 1)
— Fiir x = 1 also y = 0 {Scheitel der Parabel 2} — Widerspruch zur Forderung y? > 0.

— flirp2<0:p2=-8; y?>=-8 (X - Xo) = - 8 (X - 3) — reelle Lésung nur fir x < 3, wie fir eine
nach links ge6ffnete Parabel zu fordern. An der Stelle x = 1 ist y? > 0, wie gefordert.

parl:y? =4 x

par2: y?>=-8(x - 3)

U3 Pol liege irgendwo auf der Leitlinie, dann Bedingung fiir die Tangenten

Wenn der Pol auf der Leitlinie liegt, sind die beiden Tangenten an die Parabel orthogonal.
Parabel in der Normallage.
Far "manuelle Arbeit" einfacher: Parabel mit p = 4 und der y-Koordinate des Pols y = 3.
{Die allgemeine Losung wird aber auch angegeben.}

L3 Gleichung der Leitlinie: x_ = -p/2. Allgemeiner Punkt darauf Q(-p/2 | yL).
Fir die Polare zu einem Pol Q(Xo | Yo) gilt y Yo = p (X + Xo). Die Berlihrungspunkte der Tan-
genten sind die Schnittpunkte der Polaren mit der Parabel. Aus den zwei Punkten Pol und
Berlhrungspunkt kann die Geradengleichung der Tangente angegeben werden.
Losung fur die Zahlenwerte
Pol: Xo=-p/2=-2;yo=3;p=4;Polarey-3=4(x-2) > y=(4/3) x - (8/3)
Schnitt: y Eingesetzt in y? = 8 x — (16/9) x? - (64/9) x + (64/9) - 8 x =0 — x12 = {8; 1/2}
y-Werte dazu durch Einsetzen in die Polare {einfacher als durch Einsetzen in die Parabel}
X=8 > y=8;x=1/2 -y =-2 {Beriihrpunkte: B:(8 | 8), B2(1/2 | -2)}
Steigung1: m1=(8-3) /(8 + 2) = 1/2; Steigung 2: my=(-2-3) / (1/2+2) =-2
Achsenabschnitt, obwohl fiir die Aufgabenstellung nicht benétigt:
1=8-(1/2)8=4,c,=-2-(-2) (1/2)=-1
Tangente 1: y = (1/2) x + 4; Tangente 2: y = -2 x -1
Orthogonale Geraden my = - (1/my) —»-2=-1/(1/2) v
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Parabel
y? =8 X
Leitlinie
X=-2
Pol

Q(-2(3)

Tangenten 2 2 4 8
tl:y=x/2+4 -2
t2:y=-2x-1 »

Allgemeine L3sung
Xo =-p/2; Yo =YyL; PolareyyL =p (X-p/l2) > y=p (X-p/2) / yL
Schnittpunkte der Polaren mit der Parabel:
Einsetzen iny?=2 px — (p?/y.d) [x* -x p + p/4] =2 p x
X2-X[p+2yl2/pl+pi4=0
— X12 = pl2 + y lp £ [y * + y p?]
— Y12 = (pIYL) X - pPI2 Y1) = A2 yu) + yu £ [p7 + y 1Y - pPA(2 1)
=y + [p2 + yL2]1/2

Steigung m = Ay/Ax; {zwischen Schnittpunkt und Pol}
Ay =y +[p? +y 12 -y = £ [P+
Ax =pl2+y%lp £ [y + y IpP1 + pl2 = p + yiPlp £ [y + yUp?] e

= (Up) [p? + yu] & [y ® + y /p?]™
Abkiirzungen: A = p? + y.2 und B = [y 2 + y 4/p?]+?
—>m=+AY/[Alp £ B]
{Weil nur die Orthogonalitét gepriift werden muss, berechnen wir die Achsenabschnitte nicht.}
Orthogonale Geraden, wenn my-m; = -1
mi-my = {+ AY2/ [Alp + B]}-{- AY2/ [Alp - B]} = -A/ [A?%/p? - B?]
Nenner: (1/p?) [p*+2 p® y 2+ yu ] -y 2 -yilp> =p* + 2y * + yi.* 1 p? -y 2 -y * 1 p?

=p*+yf=A
Damitmimy=-A/A=-1V
Erganzung

Mdglich ist auch ein anderer Ansatz:

| Zwei orthogonale Tangenten schneiden sich auf der Leitlinie. {x =-p/ 2}
Allgemeiner Ansatz fir Tangente ti:y=mix+ci=(pX)/y1+ (pX1) / y1

Allgemeiner Ansatz fiir Tangente to: y=ma X+ co=(pX) / y2+ (p X2) / y2

Weil t; und t2 orthogonal mz=-1/m1 — -yi/p=p/y2 > y2=-p?/ y1

Der Beriihrpunkt B2(x2 | y2) liegt auf der Parabel — x2 = y2%2/ (2 p) = -p*/ (2 y1?)
—>C2=(px2)/y2=-p*/ (2 y1)

Schnittpunkt ti = to: (p/y1) X+ (px1) /y1 = (- Yo/ p) X - p? / (2 y1)

>Xx @ +y?)(py)=-Qpxi+p)/2y1—>x=-p? 2xa+p)/[2 (p* + y1?)]

Bi(x1 | y1) auf der Parabel - yi2=2pxi > x=-p?2x1+p)/ (p*+2pxi))=-p/2V
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