Analytische Geometrie - Gerade und Ebene in der Parameterform

1. Parameterform der Geradengleichung

Jeden Punkt auf einer Geraden erreichen wir, indem wir von einem Aufpunkt aus ein be-
stimmtes Stuck in einer festgelegten Richtung weitergehen. Diese allgemeine Formulierung
giltin R? und R®. Fiir die Komponenten-Darstellung beziehen wir uns dann auf ein bestimm-
tes Basis-System (Koordinatensystem).

g:Xx=a+t-u u g

x Ortsvektor zum allgemeinen Punkt von g
a Ortsvektor zum Aufpunkt A von g

u Richtungsvektor von g a
O

u kann direkt gegeben sein oder aus 2 Punkten auf der Gerade bestimmt werden. (Einer davon
darf natdrlich auch der Aufpunkt A sein.) Der Vektor a zum Aufpunkt A wird auch "Stitzvek-
tor" genannt.

Mit den Vektoren p; und p2 zu 2 Punkten P, und Py ist u = p; - p2 (oder u = p; - py).

Jeden Punkt einer Ebene erreichen wir, indem wir von einem Aufpunkt aus jeweils ein be-
stimmtes Stiick in zwei verschiedenen Richtungen weitergehen. Auch dies gilt in R? und R®.

Anmerkung: x und a miissen Ortsvektoren sein, miissen beide vom gleichen Punkt aus starten. Vernunftigerweise
ist das auch der Ursprung des Koordinatensystems. Dann sind die Vektorkoordinaten von x auch die gewohnten
Koordinaten in einem kartesischen Koordinatensystem. u ist ein freier Vektor, weil gemaR der Vorschrift fiir die
Vektoraddition er am Ende von a angehéngt wird. Wenn a nicht vom Ursprung aus startet, sondern irgendeinem
anderen Punkt P, bezieht sich x auch auf diesen anderen Punkt P. AuRer vielleicht "zur Vertiefung des Ver-
stdndnisses" ist das eher Unsinn.

2. Parameterform der Ebenengleichung

E:x=a+r-u+s-v

x Ortsvektor zum allgemeinen Punkt von
E

a Ortsvektor zum Aufpunkt A von E

u Richtungsvektor 1 von E

v Richtungsvektor 2 von E
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u und v mussen dabei linear unabhangig sein! Bei linearer Abhéngigkeit, also u =r - v, wr-
den wir nur - etwas umsténdlich - wieder eine Gerade beschreiben. Wie bei der Geraden kon-
nen u und v aus Punkten in der Ebene bestimmt werden. Mit Ortsvektoren zu den 3 Punkten
P1, P2 und P ist damit u = p; - p2 und v = p; - p3 (oder &quivalente Formeln mit vertauschten
Punkten). Ebenso darf wieder der Aufpunkt A flr einen der Punkte P; verwendet werden.

Bemerkung: Fir einige Anwendungen erweist sich eine andere Formulierung als vorteilhaft,
die "Normalenform™ nach Hesse. Der Zusammenhang mit der Parameterform wird dort ange-
geben.

3. Zusammenhang mit der Koordinatengleichung in R?

Fur eine Gerade g kennen wird die "Steigungs-Form" y = m X + a, mit der Steigung m und
dem Achsenabschnitt a, oder die Allgemeine Form Ax+By+ C =0.

. A -
m kann dabei aus 2 Punkten errechnet werden: m = A—Z = %
2741

Wir definieren nun eine Koordinaten-Darstellung zu x =a +t - u und u = p, - p;. Fur den
Aufpunkt A verwenden wir P;.

_(X _. _ (X1 _ (X2 Lo (XX
X = (y) a=p;= (y1) und p; = (yz). Damitu = (yz _ y1)'
1. Komponente: X = X; +t - (X2 - X1) und aufgelost: t = :‘i

27 X1

2. Komponente: y =y; +t- (Y2 - y1) und nach Einsetzenvont:y=y; + X_’: (Y2 - Y1)
2741

X
Y2—Yy1 + X2¥1—X1y2
X2—X1 X2—X1

Multipliziert man das mit (X2-X1) und ordnet es um, erhalt man die Allgemeine Form.
A -x + B -y + C =0

(Y2-y1) X - (Xe-X1) -y +Xoyi-Xiy2 =0

Ein konkretes Beispiel dazu auf einer eigenen Seite!

4. Zusammenhang mit der Koordinatengleichung in R®

— Eine Ebene hat die Gleichung Ax+By+Cz+D=0.

4.a. Gerade

Fir die Gerade gilt dasselbe, was wir auch bei der Normalenform feststellen. Es gibt keine
eindeutige Gleichung. Man kann daher auch (vereinfacht) sagen: “Es gibt keine Koordinaten-
form.”

Die weitere Erklarung dazu auf einer eigenen Seite! - G02

4.b. Ebene
X=a+ru +sv

X a; Uy Vi
X = (y); a= <a2>; u= <u2>; V= <V2>
VA a3 U3 V3

In Koordinaten sind das 3 lineare Gleichungen. Aus dem Gleichungssystem miissen r und s
eliminiert werden. Die Angabe einer allgemeinen Lésung ist nicht sinnvoll!
Ein konkretes Beispiel dazu auf einer eigenen Seite!

Geordnet istdas: y = x -

(Steigungs-Form)
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