Analytische Geometrie - Die Normale

Die Normale n steht senkrecht auf einem anderen Objekt (\VVektor oder Ebene).
Hé&ufig wird auch der Einheitsvektor n, = n / |n| benutzt.

1. Normale auf einer Geraden
1.1. In R?

In R? gibt einen Vektor, der senkrecht auf einer Geraden steht. Wo dieser Vektor n angesetzt
wird, ist unerheblich. Als (freier) Vektor kann er beliebig verschoben werden. Weil eine
Normale auf beiden Seiten zu einer Gerade stehen kann, ist -n auch eine Normale. Ebenso ist
jeder weitere kollineare Vektor t-n eine Normale.

Mit der Bedingung n-a=0ist zu a = (Zi) n X

. _ —ao\ o s c X
eine Normale n = ( axy)'
Dennn-a=-axay+ayax=0.

Qy
.................... a

Dass dies mehr als "gut geraten™ ist, zeigt eine : :
Skizze. n entsteht aus a durch eine Drehung : ® :
um 90° und steht damit, wie gefordert, senkrecht : 2y ¥
auf a. -ay ay

Hinweis: Das, d.h. die Formel fur die Koordinaten, ist schnell hingeschrieben, gilt aber nur
mit einer orthonormalen Basis! Es ist fur geometrische Anwendungen ublich, stets die ortho-
normale Standardbasis zu verwenden, sofern nicht ausdriicklich etwas Anderes genannt ist.
Eine allgemeinere Formulierung fur die Koordinaten in einer beliebigen Basis ist demnach
"lbertriebener Formalismus" fiir die Analytische Geometrie in der Gblichen Form.

u
Fir eine Gerade in der Parameterform ist die Normale auf dem Richtungsvektor u = (y;)

—u
gesucht, und damit ist die Normale n = ( u y).
X

Beispiel: Zua = (g) istn= (_23)
1.2. InR®

In R? ist die Situation anders. Anschaulich sehen wir, dass es unendlich viele Vektoren gibt,
die alle senkrecht auf einer Geraden stehen. Es gibt also nicht eine Normale, sondern eine

Ebene, die senkrecht auf der Geraden steht.
Am elegantesten ist dann, fir die Ebene die Normalenform zu verwenden.
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2. Normale auf einer Ebene (trivialerweise nur in R®)

2.1. InR?

Anschaulich wird man vielleicht argumentieren: Wenn ich ein Blatt Papier vor mich hinlege,

habe ich eine Ebene in zwei Dimensionen. Und ich kann natiirlich dazu eine Senkrechte kon-
struieren. Das stimmt. ABER: Damit verlassen wir den Raum R?. Wenn die Sache dreidimen-
sional betrachtet wird, dann gibt es die Normale auf einer Ebene.

= Innerhalb des Vektorraums R? ist die Normale nicht definiert!

221InR3

Die Normale steht senkrecht auf 2 nicht linear abhéngigen Vektoren in der Ebene, a und b.
Am zweckmaRigsten verwendet man flr a und b die beiden Richtungsvektoren der Parame-
terform, u und v. (Diese missen ja linear unabhangig sein!)

Die Bedingung n L u und n L v 18st man Uber
a) das Lineare Gleichungssystem fiir die Koordinaten
b) das Kreuzprodukt.
a) Als Bedingung gilt dann: n-u =0 und n-v = 0.
In Komponenten ist das:
Ny Ux + Ny Uy + N, U, =0
Ny Vx + Ny Vy + NV, =0
Das sind 2 lineare Gleichungen fiir 3 Unbekannte. Eine dritte Bedingung ist einzufiihren.

Eine Mdglichkeit ist, einen freien Parameter fir eine Koordinate, z.B. n,, festzulegen.
Eine andere Mdglichkeit ist, zu fordern, das n normiert ist, also |n| = 1.

b) Das Vektorprodukt steht durch die Definition senkrecht auf 2 anderen Vektoren.
N=UXxV.
Diese Losung ist parameterfrei.
Fur eine spezielle Wahl des Parameters in Weg a) folgt auch n aus Weg b).

1 4
Beispiel: u = <2); V= <5>
3 7

1. Uber das Kreuzprodukt

a) u x v mit dem Schema nach Sarrus:

i j ki j ii+27-53=14-15=-1
12312 Jo+34-71=12-7=5
45745 ki+15-42=5-8=-3

(3)

Kontrolle: nou=0:1--1+2-5+3--3=0;:nv=0:4--1+5-5+7--3=0
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b) u x v Uber die Entwicklung der Determinante

12 31_:11 3 1 2] _. .
:||5 7_J|4 7+k|4 5 =i-(-1)-j-(-5+k-(-3)=

i j
n=J1 2 3
4 5

-1
n=('s )
-3
2. Uber das Gleichungssystem fur die Koordinaten
[IIn-a:l-ny+2-ny+3-n,=0
[2ln-b:4-n+5-ny+7-n,=0
3. Bedingung: freier Parameter n, = t.
Aus [1] ny=-2ny-3t; diesin[2]: -8 ny-12t+5n,+7t=-3ny-5t=0.
ny=-5/3tn=10/3t-3t=1/3t.
1/3 t

n=1[ —
5 /3 t
t
Mit dem Kreuzprodukt erhdlt man einen speziellen Vektor n.
In| ist dann gleich der Flache des Parallelogramms mit den Seiten |u| und |v|.

=-i+5j-3k

Mit dem Gleichungssystem erh&lt man eine Parameterformulierung aller méglichen kollinea-
ren Vektoren. Jeder dieser kollinearen Vektoren erfillt die Forderung, dass er senkrecht auf
der Ebene durch u und v steht. Fur die spezielle Wahl t = -3 folgt daraus auch der vorher mit
dem Kreuzprodukt berechnete Vektor n.
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