Analytische Geometrie - Lagebeziehungen Gerade / Gerade

Teil 3 Normalenform R?

Lage zweier Geraden zueinander

In R? sind méglich parallel, identisch, Schnittpunk.

In R? ist keine (eindeutige) Normalenform méglich.

3.A gl und g2 in Normalenform

g: (x-a)n=0

Fur die Behandlung als Lineares Gleichungssystem fir die Koordinaten wird aufgespalten,
g: X-n = a-n, und die rechte Seite wird berechnet.

3.1 Verfahren: Schrittweise Untersuchung

Maglich ist, zuerst auf Parallelitit zu untersuchen:

n(g2) ist dann kollinear zu n(gl). Das ist einfach erkennbar.

Bei kollinearen Vektoren kann auf ein gleiches n gekirzt werden.

Falls "parallel” sind identische Gleichungen unmittelbar erkennbar. Diese erste Uberpriifung
ist daher ein nur kurzer Arbeitsschritt, den man sinnvollerweise vor einer Rechnung nach 3.2
durchfihrt.

3.2 Verfahren: Lineares Gleichungssystem fur die Koordinaten
Ansatz: x-n; = a;-n; und X-ny = a,-ny in 2 Komponentengleichungen.
Dann gibt fiir die zwei Koordinaten von x

— genau 1 Losung:
— keine LOsung:
— unendlich viele Lésungen:

Schnittpunkt
parallele Geraden
identische Geraden

3.3 Beispiel

ol: [x- (3)]- () =0
Aaz:fx- () () =0
B o2:: - (9] (12) =0
Q1 g2:: [x=(35)] - (3) =0
=> Bei A) und B) wurde die lineare Abhé&ngigkeit erkannt und n, an n; angeglichen.

A)
n, = n; und gleiche Gesamtgleichung: = Identische Geraden
Die weitere Rechnung ware also nicht nétig!

Lineares Gleichungssystem (Nur zur Illustration des Verfahrens!)
[1] 2x+3y=13
[2] 2x+3y=13
[1] -[2]: 0 = 0 = unendlich viele Lésungen = ldentische Geraden
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B)
n, = n; aber nicht gleiche Gesamtgleichung: = Parallele Geraden.
Die weitere Rechnung waére also nicht notig!

Lineares Gleichungssystem (Nur zur Illustration des Verfahrens!)
[1] 2x+3y=13

[2] 2x+3y=27

[2] -[1]: O = 14 = Widerspruch, keine Losung = Parallele Geraden
(03]

N, # Ny (genauer: nicht kollinear) damit nicht parallel (trivialerweise auch nicht identisch)
Lineares Gleichungssystem

[1] 2x+3y=13

[2] -5x+3y=104

[1]1-[2]: 7x=-91 5> x=-13—>in[1]:3y=13-(-26) > y =13
= Die Geraden schneiden sich, Schnittpunkt S(-13|13)

3.B Gemischt Normalenform / Parameterform

n lasst sich in R? einfach aus u erzeugen. (Koordinatenvertauschung und Vorzeichenwechsel).
Damit kann auch einfach aus der Parameterform eine Normalenform erzeugt und dann weiter
wie bei 3.A fortgesetzt werden, weil ein Aufpunkt A auch gegeben ist.

Beispiel 1
at: [~ (3)]-¢) =0 > gt x((2) =12

g2: X = ( ) +5 ( ) — filr weitere Rechnung vereinfachen: x = (_97) +5 (_23)
. 8 2

Fiir g2: ny = ( 12) —>ny= (3)

Damit g2 auch "g2: [x - (_97)] - (é) = 0" und weiter wie bei 3.A.

Auf jeden Fall "parallele Geraden". Weitere Rechnung durch Einsetzen von g2 in g1 oder ein

Lineares Gleichungssystem.
Einsetzen g2 in gl

x(3)=18 > (J)(3) +s(3)(5)=13+s-0=13>"13=13"
— unendlich viele Losungen = ldentische Geraden

Lineares Gleichungssystem - 3 Unbekannte {X, y, s}

[1] 2x+3y=13

[2] x=-7-125s

[3] y=9+8s

[B]:s=(y-9)/8—in[2]: x=(-3y +13)/2 — in [1]: "13=13" = ldentische Geraden
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Beispiel 2
0L: [x- ()] (5) = 0> g1 x(3) = 13

92:x = (gg) +s- (g) —n= (_35)
keine parallelen Geraden

Einsetzen g2 in g1

x-(é) =13 > (;g).(g) +s (3)-@ =76+21s=13 >s=-3

= Schnittpunkt x = (;g) 3. (3) = (_1133) — S(-13|13)

Lineares Gleichungssystem

[1] 2x+3y=13

[2] x=-4+35s

[3] y=28+5s

[B8]:s=(y-28)/5—>in[2]: x=(3y-104)/5—in[1]: y=13 > x =-13
= Schnittpunkt S(-13|13)

Bemerkung: Bestimmung von s

Anstelle der Lésung der Gleichungen in Koordinaten ist auch ein formales VVorgehen maglich.
(Dabei kommen aber auch - iber das Skalarprodukt - die Koordinaten vor!)

Fur den Schnittpunkt gilt x = a, + s up und x-n; = a;-N;

Einsetzen liefert (a, + s Uz)-n1 = a;-N; — axNy + S Ux-Np = ag-Ng

Aufgeldst s = { a;-n; - a,-n; } / ux:ny und dann Einsetzen von s in die Parametergleichung.
a;-n; = (;)(;) =13; ayn; = (;4)(3) =76 ; Uy = (g)@) =21

s = (13 - 76)/21 = -3 und damit der Schnittpunkt S(-13|13)

Insgesamt kein kiirzerer Rechenweg!

3.C Gemischt Normalenform / Koordinatengleichung

Die Normalenform enthélt die Koordinatendarstellung der Normalen. Damit ist schnell
erkennbar, ob die beiden Normalen kollinear sind.

Falls dies zutrifft, sind die Geraden identisch, wenn beim Einsetzen von a aus der
Normalenform in die Koordinatengleichung diese erfllt sind.

Beispiel 1

gl: [x- @)] : @) =0—gl: x(g) =13

g2:4x+6y-26=0

Aus den Koeffizienten von g2 die Normale n = (g) und mit "schéneren™ Zahlen n = (;)

Man kann natirlich auch einfach g2 durch erkennbaren Faktor 2 kiirzen!

Gleiches (also auch kollineares n) — sicher parallel. Auch identisch?
A(2|3)ing2:4-2+6-3-26=0— g2 erfillt = ldentische Geraden
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Beispiel 2
. 2\1.(2) — cw (2) =
gl: [X - (3)] ' (3) =0-gl X'(g) =13
02:-5x+3y-104=0
Die beiden Normalen sind nicht kollinear. Lineares Gleichungssystem losen.

[1]2x+3y=13
[2]-5x+3y=104

[1]: x=(13-3y)/2 > in[2]: y = 13 - x = -13 —> = Schnittpunkt S(-13|13)
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