Analytische Geometrie - Lagebeziehungen Ebene / Ebene

Teil 1 Parameterform

Mdglichkeiten:

(1) Ebenen parallel zueinander (aber nicht E; in Ey)

(2) Identische Ebenen, (E; in E»)

(3) Die Ebenen schneiden sich (Schnittgerade gs)

Prinzipiell gibt es drei Wege

A Sofort ein Lineares Gleichungssystem fur die Koordinaten I6sen. Das liefert in 1 Schritt Informationen
Uber die gegenseitige Lage und bei (3) die Schnittgerade.

B Zuerst wird auf die Sonderfélle parallel oder identisch untersucht.
Falls dies nicht zutrifft, ist die Rechnung nach Weg A nétig.

C Man l6ést das Problem in der Normalenform. Das kann die Rechenarbeit reduzieren!
Ei:Xx=a+ru+s;vyExxXx=b+rpu;+s;Vv;gs: Xx=c+tu

Bei Weg A gibt die Losungsmannigfaltigkeit flr die Parameter die Information:
(1) keine Losung: parallele Ebenen

(2) unendlich viele Lésungen: identische Ebenen

(3) genau 1 Losung - mit 1 freiem Parameter: die Ebenen schneiden sich

Als Schnittbedingung gilt, dass der allgemeine Punkt in beiden Ebenen liegen muss. Geomet-
risch erwarten wir, dass fur diesen allgemeinen Punkt eine Geradengleichung gelten muss.
Die Bedingung a + r; uy + 3 vi = b + ry Uz + S, v, liefert 3 Gleichungen fur die 4 Unbekann-
ten {ry, S1, Iz, S2}. Damit enthélt die Lésung in 3 Komponenten 1 freien Parameter. Das ent-
spricht der Erwartung, weil fir eine Gerade x = a + t u auch ein freier Parameter vorhanden
ist.

Sind die Ebenen parallel, gibt es keine Schnittgerade. Wir erwarten dann, dass das Glei-
chungssystem keine Losung besitzt.

Sind die Ebenen gleich, liegt jede Gerade, die in E; liegt auch in E,. Formal haben wir damit
unendlich viele "Schnittgeraden”. "Die Ebenen schneiden sich" bedeutet aber, dass es nur 1
eindeutige Schnittgerade gibt.
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Zu Wegq B:
Die Komplanaritat der Richtungsvektoren wird untersucht.

— Parallel oder identisch, falls beide

Richtungsvektoren der einen Ebene parallel E P
zur anderen Ebene liegen. u, »
Berechnung:

{us, uz, v} und {vy, Uz, o}

sind linear abhangig.
— ldentisch, falls zusétzlich der Verbin-
dungsvektor der Aufpunkte auch in der Ebe-
ne liegt. Berechnung:

{(a-b), ug, vi} oder {(a - b), uz, v}

sind linear abhangig.

Zu Wegq C:

Aus den Richtungsvektoren der Ebenen werden die Normalen berechnet. Das geht Uber das
Kreuzprodukt oder die Bedingung der Orthogonalitat. Da auch ein Aufpunkt bekannt ist, kann
die Normalenform sofort formuliert werden.

Die weitere Rechnung wird im Teil "Normalenform™ behandelt.

(Hinweis: Es werden dort dieselben Ebenen wie in diesem Teil mit der Normalenform untersucht.)
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(1) Parallele Ebenen

-6 1 -3 1 -2 4
E12X:<—3>+r1<5>+81<0>; E2:X:<11>+r2<5>+32<5>
-5 4 -2 1 2 6

Gleichungssystem fir die Koordinaten

[1] '6+r1'331:1'2r2+452 —)r1'351+2r2'452:7

[2] -3+5r,=11+5r,+5s, —>5r-5r,-5s5,=14

[3] S5+4r-25=1+2r,+65; —>4r1-28-21,-65,=6
51 S1 P S2

[1] 1 -3 2 -4 7

[2] 5 0 -5 -5 14

[3] 4 -2 -2 -6 6

[1] 1 -3 2 -4 7

[21 0 -15 15 -15 21 [=11]-5-[2]

[31] 0 -10 10 -10 22 [=11]-4-[3]

n 1 3 +2 4 7

2] 0 45 15 -15 21

37 0 0 0 0 12 |=[21-32 3]

[3"]: Widerspruch — es gibt keine Losung. Es existiert keine Schnittgerade.
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(2) Identische Ebenen

-6 1 -3 7 -2 4
E12X:<—3>+r1<5>+81<0>; E2:X:<2>+r2<5>+52<5>
-5 4 -2 7 2 6

Gleichungssystem fir die Koordinaten

[1] '6+r1'351:7'2r2+452 —)r1'351+2r2'452:13

[2] -3+5r=2+5nr+5s, —->5r-5r-5%=5 —>r-r-s=1

[3] S5+4r-25=7+2r,+65, —>4r,-25,-21,-65=12 —>2r,-5,-r,-35,=6

r S1 r S
] 1 -3 2 -4 13

2] 1 0 -1 -1 1

3] 2 -1 -1 -3 6

] 1 -3 2 -4 13

21 0 -3 3 -3 12 |=[1]- 2]
3] 0 5 5 5 20 |=[1]-2-[3]
] 1 -3 2 -4 13

27 0 -1 1 -1 4 |=[27/3

37 0 -1 1 -1 4 |=[2]/5

[2"] gleich [3"] — 2 freie Parameter. z.B. r, und s,. Dann liegt x irgendwo auf der Ebene 2.
Wenn man (z.B. aus Neugier) weiter rechnet, erhdlt man allgemein
mitr;=1+r+s,unds;=r;-s; -4

fiir x in E; und E; die gleiche Koordinatendarstellung mit 2 Parametern. Jede beliebige Dar-
stellung mit 2 Parametern liegt in beiden Ebenen. Es gibt keine (eindeutige) Schnittgerade -
nur formal "unendlich viele".

-6 1 -3 -6 1 -3
E;i: x :<—3>+r1<5>+51<O):<—3)+(1+r2+32)<5>+('4+r2'32)(0>=
-5 4 -2 -5 4 -2
—-6+1+12 1 1 -3 -3 7 -2 4
() o)) e ()= (0)-0) (5) =)
—-5+44+8 4 4 -2 -2 7 2 6

E; und E, haben dieselbe Parameterform.
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(3) Schnittgerade

E12X:<

ool

o

-3
0
-2

oo

Gleichungssystem fir die Koordinaten

[1] 6+r-35=1+3r,+5,
[2] -3+5r=11+6r,-5,
[3] -5+4I’1-231:1+4r2+282
r S1 P S2
n 1 - 3 4
2] 5 0 6 1
¢ 2 1 2 i
] 1 3 3 4
2] 0 45 9 -6
3] 0 5 4
n 1 I |
27 0 5 3 2
37 0 0 3 3

1 3 1
11) +1) (6) + Sy (—1)
1 4 2

—>r1-35-3r-%5%=7
—->5r-6r+s,=14
—>4r1-28-4r1,-25=6 —>2r1-81-2r,-5=3

7
14
3

7
21
11

7
-12

|=[1]-5-[2]
|=[1]-2-3]

|=121/3
[=[27-3-[3]

r, als freier Parameter gewahlt, in t umbenannt: r, =t

[3“]—)52:44'!’2—)82:44"[

mit E,: Schnittgerade x = (

1+3t+4+t
11+6t—4—t
1+4t+8+ 2t

[21:-58-3t-2(4+1t)=7 55, =-3-t

)0

[11:r1-3(-3-1)-3t-4+t)=7>r =2+t

mit E1: Schnittgerade x = (

—-6+2+t)—3(-3—-1) 5 4
—3+4+502+1t) = (7) +t<5>
—5+42+1t) —2(=3-1) 9 6

"Spielerei am Ende": Subtrahieren wir vom Aufpunkt der Schnittgeraden 1-mal den Rich-
tungsvektor, erhalten wir ein "ganz schones™ Endergebnis.

95:X:<

)

)
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Rechnungen zu Weg B
Lineare Abhéangigkeit mit der Determinante untersucht.

(1) Parallele Ebenen

1 5 4
. _4|5 2 -2 2 -2 5/_ _
{us, Uy, Vo}: _42 g _1.|5 6|-5.| e +4 ; 5|_2o-5-(-20)+4-(-30)_o
-3 0 5 2 -2 5
wv|-2 5 2|=3) [+, [=(3)20+(2(30)=0
4 5
Also parallel oder identisch
-7 —-14 -6 5
{@-b)w v} |-2 5 2| =D 2-c]? Yo} 3
4 5 6 45

=(-7)-20 - (-14)- (-20) + (-6)-(-30) = -240 # 0
Also nicht identisch — nur parallel

(2) Identische Ebenen
{uy, Uy, v} und {vy, u,, v,} - wie bei (1)

-13 -5 12 5
{(a-b), uy, v,}: 5 = (-13)- | | -(-5)- | +(-12): | 4 5|
4 5 6

= (-13)-20 - (-5)- (-20) + (-12)-(-30) = 0
Also auch identisch

3) Schnittgerade

1 5
{uLuy v} 3 6 | | 5| +4.|§ _61|=16-5-2+4-(-9)=-30¢0
1 -1 2

Eigentlich sind wir damit schon fertig! — Nicht parallel.
(Die zwei restlichen Rechnungen nur als Illustration)

-3 0 —2 3
V1, Up, Vo 6 =38 @] °|=(3)16+(-2(9)=-30#0
1 -1
-7 —-14 -6

(- v ol Jmfl Yol 4

= (-7)-16 - (-14)-2 + (-6)-(-9) = -30 £ 0

6 4
1 2
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