Vektoren - Lineare Abhangigkeit

Linearkombination

Eine Linearkombination ist ein Ausdruck ry a; +rp a, + ...

Dabei nennt man die (reellen) Zahlen r; auch Koeffizienten.

Lineare Abhangigkeit

Wenn ein Vektor durch eine Linearkombination aus anderen Vektoren erzeugt werden kann,
dann besteht eine lineare Abhangigkeit.

c=sa+thb, sund/odert # 0 = lineare Abhangigkeit

Allgemein:

Wennra+sb+tc=0und nicht alle Koeffizienten 0 sein missen, damit die Gleichung er-
flllt ist, dann sind die Vektoren linear unabhéngig.

"Linear abhangig: Der Nullvektor 0 I&sst sich nur durch eine Linearkombination erhalten, bei der alle Koeffi-
zienten 0 sind."

Wenn zwei Vektoren voneinander linear abhangig sind, sind die zugeordneten Pfeile parallel
oder antiparallel. (Die L&nge kann verschieden sein.) Man nennt das kollineare Vektoren.

Wenn ein dritter Vektor als Linearkombination zweier anderer dargestellt werden kann, liegen
die zugeordneten Pfeile alle in einer Ebene. Man nennt das komplanare Vektoren. (Das
macht nur Sinn in R®.)

Alle Vektoren, die als Linearkombination aus einer Grundmenge von Vektoren dargestellt
werden kdnnen, bilden einen Teilraum. Man nennt dies die "lineare Hulle".

Vektoren in R?

In zwei Dimensionen, also R?, ist die Sachlage einfach.

Wenn b =s - a, mit einem Skalar s, dann ist b linear abhéngig von a.

Beispiel: b = (Ig) ist linear abhangig von a = (_34) mit s = -3.

In der allgemeinen Formulierung: Es gilt dann (-3) - a + 1 - b = 0. Dabei sind nicht alle Koef-
fizienten 0, die Vektoren sind daher linear abhéngig.

Geometrisch bedeutet das gleiche oder genau gegensinnige Orientierung der beiden Vektoren.
Mit dieser geometrischen Uberlegung sehen wir sofort, dass in R? es nur 2 linear unabhangige
Vektoren geben kann, ein dritter ist stets linear abhangig. Jeder Pfeil in der Ebene kann aus
zwei anderen Pfeilen in der Ebene kombiniert werden.

Beispiel:
Gegeben a = (_32); b= (_45); c= (_89). Ist ¢ linear abhéngig von a und b? Wenn "ja", wie?

¢ Die erste Frage ist trivial zu beantworten: Wir haben gelernt, dass es nie mehr als 2 linear
unabhangige Vektoren in R? geben kann.

¢ Als Zweites mussen wir die Skalare s und t in der Gleichungc=s-a+t - b finden. Viel-
leicht finden wir die Losung durch Raten. Allgemein wird dazu das (lineare) Gleichungssys-
tem fiir die Komponenten gel0st.
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8=s.--2+t-4
-9=s5-3+t--5
2s=41-8;s=2t-4;eingesetzt: -9=61t-12-5t;t=3 und damits=6-4=2.

Kontrolle:c=2-a+3-b= <6(:é)_41rsl)2==i39>_

Erkennen der linearen Abhangigkeit

Fir 2 Vektoren sieht man meistens mit einem Blick, ob ein VVektor ein Vielfaches eines Ande-
ren ist. 3 Vektoren in R? sind auf jeden Fall linear abhangig. Man kann “sehr formlich" vor-
gehen. (Das macht hier kaum Sinn, in R® werden wir aber genau so vorgehen!)

a) Lineares Gleichungssystem

Giltb=sa? Dafir 2 Gleichungen fiir die Komponenten
[1] s-(-2)=4
© a=(P)b=("%) [2] s-3=-5
Aus [1] s =-2und aus [2] s =-5/3
Es gibt kein s, das fir beide Komponenten gilt.
Die Vektorgleichung ist nicht erfullt.
= aund b sind linear unabhangig
[1] s-(-2)=4
@ a=(F)b=("4) [2] s-3=-5
Aus [1] s=-2und aus [2] s =-2
Es gibt ein s, das fir beide Komponenten gilt.
Die Vektorgleichung ist erfillt.
= a und b sind linear abhangig

Oderinder Forms-a+t-b=0
— (2} ph= (4 [1] s(-2)+t-4=0
® a (3)’b (—5) [2]S3+t(-5):0
Aus [1]:s=2t;in[2]: t=0; damits=0
Die Vektorgleichung gilt nur fur s =t = 0 = linear unabhéngig
2\ (4 [1] s-(-2)+t-4=0
@ a (3)’b (—6) [2] s-3+t-(-5) =0
Aus[l]:s=2¢t;in[2]:0t=0,als00=0
Es gibt eine Losung mit einem freien Parameter (wegen linearer Abhangigkeit)
Fir ein beliebiges t #0 gilt 2t-a +t- b = 0 = linear abhéngig

Wie anfangs gesagt, dieses formale VVorgehen hat fur 2 Vektoren wenig Sinn.
b = s a sieht man "mit einem Blick"!
@ Erst bei der Suche der Koeffizienteninc=s-a+t - b bei vorhandener linearer Ab-

hangigkeit 16st man das Gleichungssystem.
(Dass in R? ¢ von a und b linear abhangig sein muss, ist ja nicht mehr gesondert zu tiberpriifen!)
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b) Mit einer Determinante

(Natiirlich auch wieder fiir R? ein “iibertriebener Formalismus".)

Nach der Theorie der Linearen Gleichungssysteme muss fiir homogene Gleichungen (rechte
Seite enthélt Nullen) die Determinante der Koeffizienten 0 sein, wenn eine lineare Abhangig-
keit besteht. In der Gleichungs-a+t-b =0 sind s und t die Unbekannten und die Koordina-
ten von a und b sind die Koeffizienten.

d d
D= bX by ; D =0 linear abhéngig; D # 0 linear unabhingig.
x Dy
® D;= |_42 _35| =10 - 12 # 0 = linear unabhangig
@ D,= |_42 —36| =12 - 12 = 0 = linear abhangig

Hier ist auch keine Rechnung unbedingt nétig. Eine Determinante ist 0, wenn eine Zeile ein
Vielfaches (oder gleich) einer anderen ist.
Hier ist in D, die zweite Zeile ein Vielfaches (- (-2) ) der ersten.

Hinweis: Im Fall R gilt die obige Bedingung fiir den Wert 0 einer Determinante auch. Dort gilt aber auch die
(allgemeine) Erweiterung: "Die Determinante ist 0, wenn eine Zeile (oder Spalte) eine Linearkombination von
anderen ist.” Das "sture™ Berechnen der Determinante ist aber meistens schneller als das Suchen nach dieser
Bedingung.

Vektoren in R®

In drei Dimensionen, also R®, kann ein dritter Vektor von zwei anderen linear abhangig sein.
Geometrisch liegt er dann in der Ebene, die aus den beiden anderen Vektoren aufgespannt ist.
Mehr als 3 linear unabh&ngige Vektoren kann es nicht geben, weil jeder weitere im Raum aus
den drei anderen erzeugt werden kann.

Drei Vektoren a, b und c.

Untersuchung von c =s-a+t- b oder in der allgemeinen Formr-a+ s-b+t-c=0.

Wenn nur gefragt ist, ob drei Vektoren linear abhdngig sind, ist das Determinanten-Verfahren
am schnellsten. Wenn gefragt ist, wie drei Vektoren linear abhangig sind, ist Rechenarbeit
notig. (Ein Gleichungssystem mit 3 Gleichungen ist zu l6sen.)

o))

a) Suche, ob linear abhéangig, mit einer Determinante

1 2 3
e Di=[4 5 6|=1]> Y-2]* O+3|* °|=115-230+315=0
3 0 3 0 3 -3 3 -3 0
In diesem Fall ist es (rechentechnisch) geschickter, Zeile 1 und 3 zu vertauschen!
-3 0 3
D=[4 5 6[=(3 °|-0+3[F 3|=(33+33=0
2 3 1 2
1 2 3
Determinante = 0 = linear abhangig
1 2 3
¢ Do=[4 5 6|=1]> Y-2]* O+3]|* °|=19-230+319=6
3 1 3 1 3 -3 3 -3 1

Determinante # 0 = linear unabhéngig
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Im Fall c; wirde es ausreichen, die Vektoren a und b als
¢y ware dann ein Vektor in der linearen Hulle davon. (In
nicht als Linearkombination von a und b darstellbar sind
ren.)

Grundmenge anzusehen, der Vektor
R® gibt es dann weitere Vektoren, die

, also nicht zur lineare Hille geho-

Im Fall ¢, wirden a, b und c;, eine Basis sein. Ein weiterer Vektor, der sich als Linearkombi-
nation darstellen lasst, gehort dann zur linearen Hille. (Weil in R® es nur 3 linear unabhangige
Basisvektoren gibt, ware jeder weitere Vektor in R® ein Element dieser linearen Hiille.)

b) Lineares Gleichungssystemflrc=s-a+t-b

Ci: s1+4t=-3/2s+5t=0/3s+6t=3
S t (rechte Seite)

[1] 1 4 -3

[2] 2 5 0

[3] 3 6 3

[1] 1 4 -3

] o -3 6 [=[2]-2-[1]

31 0 6 12 |=[3]-3-[1]

Aus [2t=-2,aus [3]t=-2 > aus[1]s=-3+8=5

Es gibt eine eindeutige Lésung, s = 5 und t = -2. Linear abhangig.

c1=5a-2b

Wir haben damit gel6st, ob und wie lineare Abh&ngigkeit vorliegt.
C. s1+4t=-3/2s+5t=0/3s+6t=3

p 1 4 3

[2] 2 5 1

[3] 3 6 3

[1] 1 4 -3

T o 3 7 [=[2]-2-[1]

[31 0 -6 12 |=[3]-3-[1]

Aus [27t=-7/3,aus [3Tt=-2

Es gibt keine eindeutige Losung. (Widerspruch in t).

Linear unabhéngig

¢ Nur bei linearer Abhéngigkeit kann eine Losung des Gleichungssystems - auBer der trivia-

len Losung r =s =t =0 - gefunden werden.

Kontrolle der Koordinaten: 5-1 -2-4=-3;5.2-2.5=0;5-3-2:6 =3.

¢) Lineares Gleichungssystem firr -a+s-b+t-c=0.

Ci. rr1+4s-3t=0/2r+5s+t0=0/3r+6s5+3t=0
r S t (rechte Seite)
[1] 1 4 -3 0
[2] 2 5 0 0
[3] 3 6 3 0
[1] 1 4 -3 0
[27 O -3 6 0 [=1[2]-2-[1]
[31 O -6 12 0 [=[3]-3:[1]
[1] 1 4 -3 0
[27 O -3 6 0
[37 O 0 0 0 [=[37-2"[2]
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[3"]: "0 = 0" — Die Losung enthalt einen freien Parameter. (Wir belassen daftr "t".)
Dann:s=2tundr=-5t=-5ta+2tb +tc; =0. linear abhéngig

r1+4s-3t=0/2r+5s+t1=0/3r+6s+3t=0
r S t

[1] 1 4 3 0

[2] 2 5 1 0

[3] 3 6 3 0

[1] 1 4 3 0

[27 O 37 0 [=12]-2-[1]
[37 O -6 12 0 [=13]-3"-[1]
[1] 1 4 3 0

[27 O 37 0

[37 O 0 2 0 [=[37-2-[217

[3"]: "-2 = 0" — Widerspruch
Wir erhalten keine Ldsung und schlielen: linear unabhéangig
Wenn man “trotzdem" weiterrechnet, erhélt mant =0, danns =0und r = 0.
Es existiert also nur die triviale Losung r =s =t = 0 und das bedeutet linear unabhangig.
¢ Wenn keine Losung gefunden wird, sind die Vektoren linear unabhéngig.
Es gibt nur die triviale Losungr =s=t=0.

Ubungen

1)

2)

3)

1)

Liegen a, b und c in einer Ebene? Sind a, b und c linear unabhéngig?

as= (oo G-l

Fur welches X liegen die drei Vektoren in einer Ebene?

GO EHEHG)

a) In R? ist ein VVektor c stets von zwei anderen (a und b) linear abhangig, wenn a und b
linear unabhéngig voneinander sind.
b) Was gilt, wenn a und b linear abh&ngig voneinander sind?

Beide Fragen sind aquivalent! (Wenn 3 Vektoren in einer Ebene liegen, kann einer der
Vektoren aus den anderen erzeugt werden. Die Vektoren sind dann also linear abhangig.)

Die Entscheidung geht am schnellsten tber die Determinante.
(Determinanten-Entwicklung, Sarrus-Schema hier umsténdlicher)

10 1
a) |0 2 0 g §:1-6+1~(-6):0

31 3
= in Ebene, linear abhédngig
(c=2a+1/2b)

10 1
0 20
3 45

= nicht in Ebene, linear unabhéngig

:1.|i g +1.

12 0. .10 2| _
b) _1-|4 5+1-|3 4 =1-10+1-¢6)20
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2) "In einer Ebene", falls Determinante =0

123.32

4 3 2
-2 1 X 1 X

3X-2-8X-8+12+18=-5X+20=0

oder Sarrus-Schema

1 2 3 1 2

4 3 2 4 3

2 1 X 2 1 3X+(-8)+12-(-18)-2-8X=-5X+20
=>X=4

a) =1

_2.|_42 )2(|+3.|_42 i:

X 2 3
AR o e R e BT A

14X -2X?-42-6X+18+18=-2X*+8X-6=0

oder Sarrus-Schema

X 2 3 X 2

3 2 X 3 2

32 7 -3 2 14X +(-6X)+18-(-18)-2X*-42=-2X*>+8X -6
X?P-4X+3=0-5X1,=2+V4—-3=>X;=1,X,=3

3) a)clinear abhéngig:c=ra+sb
falls a und b linear abhéngig: a=tb

in Komponenten: (2) =r (Z;) +s (E;)

Lineares Gleichungssystem

[1] ar +bys =C
[2] aor +hys =C
[1T apaxr +abis =ac
[27 ajaxr +ajb,s =ac

[27 - [11 s={ajc-axci}/{aib,-ayb; }

[1"] aibar +bibys =Dbyc

[2"] axbir +Dbibys =bic

[2"] - [1"] r={bycy-byci}/{abi-arby}

= Es gibt zwei Zahlen r und s, falls nicht durch 0 dividiert wird.

Der Nenner ist 0, wenn { a; by -a;, by } =0.

Dies ist der Fall, wenn a und b linear abhéngig sind. Wenn a =t b:
a1:tb1undaz:tb2—>a1/b1:a2/b2—>a1b2:a2b1

— Im Fall a) muss ¢ von a und b linear abhéngig sein.

b) Bei linearer Abhangigkeit a, b ergibt sich fiir r und s ein Ausdruck "0/0".

Das ist ein "nicht definiertes Ergebnis”. (siehe dazu unten "Erganzung")

Die Ausgangsgleichung ¢ =r a + s b zeigt, warum "nicht definiert".

Bei linearer Abhéngigkeita, bistc=ra+sta=(r+st)a.

¢ kann kollinear mit a sein, dann hat r und/oder s einen bestimmten Wert. Falls ¢ nicht
kollinear mit a ist, gibt es keine Losung fir r und s.

— Im Fall b) kann ¢, muss aber nicht, von a (und damit auch b) linear abhéngig sein.
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Wenn als Basis 2 linear unabhdngige Vektoren gewahlt werden, muss jeder weitere Vek-
tor in R? eine Linearkombination davon sein. Die lineare Hiille enthalt im Fall a) also alle
Vektoren in R%. Im Fall b) liegt innerhalb der "Basis" eine lineare Abhangigkeit vor. Bei
Beachtung der préazisen Definition sind diese beiden Vektoren keine Basis! Nur 2 linear
unabhangige Vektoren kénnen in R? eine Basis bilden! a (oder b) ist eine Grundmenge,
und b (oder a) gehort zur linearen Hille dazu. Ein weiterer Vektor ¢ kann (muss aber
nicht) auch zur linearen Hulle gehoren, falls er von a (oder b) linear abhangt.

"Ergénzung" - zu "'0/0""
Eine (erlaubte) Mdglichkeit ist, eine Division durch 0 stets als "nicht definiert" anzusehen. Dann ist auch "0/0"
gleichartig wie (Zahl # 0) / 0. Ein prinzipieller Unterschied ist durch die Erklarung der Division Uber die Multi-
plikation erkennbar:
a - X = b definiert die Division x = b / a. Sei hun a = 0!
fallsb#0: 0-x=b = esgibtkein solches x

Division durch 0 ist unméglich. (nicht definiert).
fallsb=0: 0-x=0 = dasistflr jedes x erfullt

Die Division liefert ein nicht definiertes Ergebnis.

Jede Zahl x ist moglich.
Zum Fall "0/0™ ist anzumerken, dass "nicht definiertes Ergebnis™ auch durch Grenzwertbetrachtungen verifiziert
werden kann. (3 x?/ x fiir x — 0: 3; 4 x* / x fiir x — 0: 4; usw., also verschiedene Werte)

"Erganzung' - Was geschieht im Linearen Gleichungssystem bei mehrfacher linearer Abhéangigkeit?

1 3 -2
Sei:a:<2>;b:<6>;c:(—4>.—b:3aundc:—2a
3 9 -6

r+3s-2t=0/2r+6s-4t=0/3r+9s-6t=0

r S t
[1] 1 3 -2 0
[2] 2 6 -4 0
[3] 3 9 -6 0
[1] 1 3 -2 0
[27 O 0 0 0 [=12]-2-[1]
[31 O 0 0 0 |=13]-3-[1]

Es liegen 2 Zeilen "0 = 0" vor, die Lésung enthalt 2 freie Parameter.
Falls "s" und "t" daflr belassen: r = 2t - 3s und insgesamt (2t - 3s)a+sb+tc=0

V02 Lineare Abhéngigkeit - Seite 7 (von 7)



