Kegelschnitte - Teil 6

6. Details: Hyperbel
6.1 Koordinatengleichung in "*"Normallage"

In der "Normallage" ist der Mittelpunkt in einem (kartesischen)
Achsensystem M(0 | 0).

Die Brennpunkte Fi(-e | 0) und Fz(e |0) und

die beiden Scheitel Si(-a | 0) und S2z(a | 0)

liegen auf der x-Achse.

Die Hyperbel schmiegt sich fiir grol3e x (Betrag) an die
Asymptoten an. Dies sind Ursprungsgeraden

gy = +(b/a) x und g2: y = -(b/a) x

Es gilt: a2 + b? = ¢?

Fir jeden Punkt auf der Hyperbel gilt die Bedingung, dass die
Differenz (Betrag) der Abstande zu den beiden Brennpunkten
konstant ist. Der Wert der Konstanten ist flr eine spezielle
Wahl, P = Sy, direkt ablesbar:

S1 hat den Abstand e - a von F1 und den Abstand e + a von F..
Damit ist: ||PF,| — |PF;|| =2 a

Zusétzlich zur Halbachse a wird eine Nebenachse b eingefuhrt.
b ist parallel zur y-Achse und geht vom Scheitel S zum
Schnittpunkt mit der Asymptote.

Damit hat die Asymptote die Steigung (b/a). (wie angegebenen)

a bestimmt die Entfernung der Hyperbel vom Ursprung,

b bestimmt deren Stauchung.
(symmetrische Situation auf der anderen Seite)

Damit entsteht die Koordinatengleichung x*/a® - y* /b =1
Formale Ubungen:

Fy $4

¢ (1) Zu zeigen ist, dass diese Koordinatengleichung die Bedingung
"Differenz der Abstande zu den Brennpunkten = 2a" erfllt.
¢ (2) Alternativ kann aus der Bedingung diese Koordinatengleichung hergeleitet werden.

¢ (1) Fur den speziellen Punkt S: wurde geometrisch gezeigt: ||PF,| — |PF;|| =2 a

Gilt das auch allgemein? P(Xo | Yo); Fi(-e | 0); Fz(e | 0)

di = PFy; d = Py 07 = (Xo - (-€))7 + (Yo - 0)% 027 = (o - )2 + i

dlzi

Eliminieren yo: di? =Xo? + 2 € Xo + 82 + Yo’ = Xo? + 2 € Xo + €% + Xo* b? / a% - b?

Eliminieren b: di? =Xo% +2 e Xo + €% + Xo? (62 - a%) / a® - (e?-a?)
= Xo? + 2 € Xo + €% + Xo? 82/ 8% - X, - 8% + a?
=a’+2eXo+ X’ €% /a’=(a+Xoe/a)?

d222

Eliminieren yo: 022 =Xo? -2 € Xo + 82 + Yo’ = Xo> - 2 € Xo + €2 + Xo> b? / 2% - b?

Eliminieren b: d2? =Xo? - 2 € Xo + €2 + Xo? (€% - %) / % - (e2-a%)
=Xo’ - 28 Xo+ 0%+ Xo? €2/ 8% - Xo? - 82 + a2
=a’-2eXo+ Xo2e?/a’=(a-Xoe/a)?
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Wegen vz2 = + z ist allgemein eine kurze Uberlegung (Fallunterscheidung) nétig.
Bei Zahlenwerten allein besteht kein Problem! a=4; b =3;e=5.
Xo=+4:d12=81; d?=1; ||[PF;| — [PFK||=||£9|-|+1]||=8=2a
Xo=-4:d12=1;d2 = 81; ||PFy| — [PFy|[=||+1]-|+9||=8=2a

Esgilte >a.

1. Xo sei positiv, dann liegen alle X, > a auf dem rechten Hyperbelast.

Sei Xo = +a. (kleinstmdgliche Koordinate rechts)
Dann: di?=(a+e)’;di=|x(a+e)|=(a+e)

d?=(a-e)%d2=|*(a-e)|

—> weile>a,istd>=-(a-e)=(e-a) positiv (Forderung fiir Betrag)
Damit: ||[PF;| — |[PF;||=|a+e-e+a|=|2a]|=2a.
2. Xo Sei negativ, dann liegen alle x, < - a auf dem linken Hyperbelast.

Sei Xo = -a. (groRtmaogliche Koordinate links)
Dann: di? = (a-e)?und d2? = (a + e)?

|PFy| = (e - a) und [PF;| = (a + )
Damit: ||PF;| — |PF,||=|e-a-a-e|=|-2a|=2a. M

¢ (2) Wie vorher ist di2 = Xo? + 2 € Xo + 82 + Yo? Und d2? = Xo? - 2 € Xo + €2 + Yo
Je nach der Lage von X ist (d1 - d2) = + 2 a moglich.
{Voraussetzung ist jetzt die Bedingung | d1 - d2 | = 2 &; Y, kann nicht eliminiert werden, weil die Koordinaten-
gleichung der Hyperbel hergeleitet werden soll.}
Ansatz:di=d2+2a
Quadriert:
Xe+2eXo+ €2+ YoP =X’ -2eXote2+yl+t4altda{xo?-2eXo+e?+y,’ 2
dexo-4a’=+4a{X’-2€Xo+ €%+ Yy }7?
Gekurzt und quadriert:
e2Xt-2eXoa’+at=al X’ -2eXoa’ + e a’+alyy’
e? = a2 + b? eingesetzt:
a2x02+b2X02:a2X02+a4+a2b2+a2y02_a4
b? X2 - a2 yo? = a2 b?
— Xo’ 1 82 - yo? / b? = 1 und das gilt fur jeden Punkt P(x | y) auf der Hyperbel. 1
6.2 Scheitel und Leitlinie

Scheitel: Die beiden Scheitel S: und S: liegen auf der x-Achse und sind Punkte der Hyperbel.
Man kann auch zwei Nebenscheitel S'12(0 | £ b) definieren. Diese sind dann nicht Punkte der
Hyperbel.

Es gibt zwei Leitlinien, symmetrisch zu M. Das sind Gera- gL
den symmetrisch zur y-Achse, g.: x =+ d; d =a?/e. )
Fur jeden Punkt der Hyberbel ist der Quotient "Abstand zu y
einem Brennpunkt / Abstand zur Leitlinie (in der gleichen
Halbebene wie der Brennpunkt)" konstant.

|PF,|/ |Pg.;l =€/ a. )(
(symmetrische Situation auf der anderen Seite)

v X v

{Weil e > a ist der Abstand zum Brennpunkt gréRer als der Abstand zur
Leitlinie. Vergleich: Bei der Ellipse ist umgekehrt der Abstand zur Leit-
linie groRer, bei der Parabel sind beide Abstande gleich.}

o0 Q
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6.3 Brennpunkt

Eigenschaft der Brennpunkte beziiglich der Reflexion:

Ein von einem Brennpunkt ausgehender Strahl wird so an der
Hyperbel reflektiert, dass die Verlangerung des reflektierten
Strahls durch den anderen Brennpunkt geht.

{Wenn wir nicht die Richtung des Strahls betrachten, sondern nur die Geraden, gilt: Eine von einem Brennpunkt

ausgehende Gerade wird an der Hyperbel so reflektiert, dass sie durch den anderen Brennpunkt geht. In dieser
Formulierung ist das dieselbe Eigenschaft wie bei der Ellipse!}

Verifikation des Reflexionsverhaltens

hyp
Der einfallende Strahl geht von F2 nach P, der reflektierte von P n P
so weiter, dass die Ruckwartsverldngerung nach Fi geht. \
Damit auch: Die Summe der Einheitsvektoren von - PF; und PF, . !
ist kollinear zu n (Normale auf die Tangente in P). ': T:
1 2

P(Xo | Yo); Fa(-e | 0); Fz(e | 0) )
e d —e — X —_— — X
vi=PF = (T *)ve=PR = ("1 )in= (_Xy/j‘bz)
Fir den Betrag wurde oben angegeben: |vi|=x(a+Xoe/a);|vz|=x(a-Xoe/a)
Sei P auf dem rechten Hyperbelast, also X, > a.
Dann|vi|=+(a+Xoe/a);|Vv2|=-(a-Xoe/a) {damit beides positiv}
Summe vsum =-vi/|vi|+Vv2/|Vv2]|
x-Koordinate: -(-e-Xo)/(@+Xoe/a)-(e-Xo)/(a-Xoe/a)
y-Koordinate: +Yyo/(@a+Xoe/a)+Yo/(a-Xo€/a)
zusammengefasst
x-Koordinate: 2 a X, (a%-e?) / (a* - e? x¢?)
y-Koordinate: 2%y, / (a* - €% xo%)
Kollinear zu n?
y-Koordinate: =i ng=2A--yo/b?>mitL =-2a%b?/(a*-e?x?)
x-Koordinate: =pnw=pXo/a?mitu=2a(a?-e?)/(a*-e?x?)
Mit e2 = a% - b? ist A = pu.
Damit der gleiche Faktor flr beide Koordinaten und insgesamt lineare Abhangigkeit.
— Die Summe der Einheitsvektoren vsuwm ist kollinear zu n, vsum = A n. ¥

6.4 Standardlage

Ublich ist auch hyp: y = 1/ x bzw. allgemeiner hyp: y = ¢/ x. "Standardlage
Dies entspricht einer gleichseitigen Hyberbel, a = b,

die so gedreht ist, dass die Asymptoten in den Koordinaten-
achsen liegen. (— Drehung um 45°)

Normallage: hyp: x? - y? = a?

Standardlage: hyp: xy =a?/4

Vergleich:

Normallage: M(0|0); S(xa|0); F(xe|0)

Standardlage: M(0]0); S(x a' |+ a'); F(xe'|+e"); a' =alV2;e' =el2

Fir eine Drehung um ¢ im Gegenuhrzeigersinn (mathematisch positiver Winkel) ist die

Drehmatrix D(¢p) = (ans((:g)) ;zi;Ep({;))
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Zum einfacheren Uberblick eine Skizze. y y’

In der Standardlage sind die Achsen um -45° relativ

zur Normallage gedreht. \ / -

Eine Drehung um +45° transformiert dann die \ g
Punktkoordinaten “"Normallage — Standardlage", / / - 45°
P(x1y) = P(X'|y). X’

{Das Umgekehrte fiir die Transformation "Standardlage — Normallage"}

Umsténdlich wird die Rechnung, wenn sofort fur y die Hyberbelgleichung eingesetzt wird,
also z.B. P(x' | c/x") benutzt wird. Schneller ist, zuerst P(x | y) bzw. P(x' | y') zu drehen und
dann in die Gleichung einzusetzen!

Beispiel: P(x | y) — P(x' | y") "Normal —Standard"

D(+45°) = (x _V:v)—)x=WX'+WY; y=-wx +wy,w=1/+2

eingesetzt in x? - y? = a? (Normallage) {Die Standardlage entspricht einer Normallage mit a = b}

W2 {XZ+y?+2Xy -y?-x?+2Xx'y}=a

X'y' = a2/ 2 bzw. "ohne Striche"y =c/x mitc=a?/2

6.5 Tangente

Die Formeln fast gleich denen fir die Ellipse. {Unterschied 1 Vorzeichen}

Normallage: Hyperbel: hyp: x> /a2 - y?/ b? =1 {Ellipse: el: X/ a2 + y?/ b = 1}

¢ Tangente am Punkt P(xi | yi): gr: b? x Xi - @® y yi = @® b?

¢ Polare zum Pol Q(Xo | Yo): pol: b? Xo X - @® Yo y = a? b?

¢ Beriihrbedingung fiir eine Gerade y = m x + ¢: ¢?=a?m? - b?

¢ Tangenten von einem Pol aus: Uber die Polare; dann die Beriihrpunkte durch
Schnitt der Polaren mit der Hyperbel; die Tangenten aus 2 bekannten Punkten.

Formale Ubung {Herleitung analog zu der Rechnung fiir die Ellipse}

Tangente
hyp: X2/ a2 - y? [ b? = 1; y? = b? + x? b? / a%; d/dx(y?) = 2y dy/dx = 2x b? / a?
an P(xi |yi): dy/dx = (xi/ yi) (b?/a?®) =m
gr: (Y -yi) =m (x - xi) = (xi/ yi) (b* / &%) (x - xi)
Multiplikation mit (- yi / b?)
—-yVilb?=-xxi/a>+x¢/a%-yi?/b?
Die letzten zwei Terme ergeben 1, Hyperbel-Beruhrpunkt B(xi| yi
> xxila-yyi/b>=1bzw.b?>x xi-a?yyi=a’b?>v
Berihrbedingung
Schnitt von hyp: b? x? - a% y* = a’b? mit g: y = m X + C.
b? x? - a? {m?x? + c? + 2 m x c} = a° b?
geordnet: x2 {-a?m?+ b?} + x {-2a°mc} + {-a?c?-a?b’} =0
Diskriminante fur AxX? +Bx+C=0:A=4AC-B?=0
A=d4a*m?c?-4a’b’c?+4a*m?b?-4a°b*-4a*m?c?=0
—>-c2+a?m?-bh?=0v
Polare
(Der Pol P(Xo | Yo) liege aulerhalb der Hyperbel. Die Tangenten gehen durch diesen Pol und die Beriihrpunk-
te Bi(xi | vi).)
t1 — b? Xo X1 - 82 Yo y1 = a2 b?
ta — b? Xo X2 - 82 Yo Y2 = a2 b?
Subtrahiert: b? Xo (X1 - X2) - 8% Yo (Y1 - y2) =0
Umgestellt: (y1 - y2) = b% Xo (X1 - X2) / (8% Yo)
Steigung der Geraden durch die Beriihrpunkte {das ist die Polare}
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m=Ay/Ax = (b?/ a%) (Xo ! Yo)

y-yi=m(x-x1) > y=(b?/a?) (Xo/ Yo) (X -X1) +y1

multipliziert mit a2 y,

a2y Yo = b? X Xo - b% X1 Xo + 8% Yo Y1

Multipliziert mit (-1). Die beiden letzten Terme sind t; am Beriihrpunkt B;.

b? X Xo -2y Yo =a2b? v
Tangenten in der Standardlage: siehe Ubung 4
Eine Hyperbel hat zwei Aste. Fiir eine Tangente an einem Berihrpunkt liegt die Tangente
trivialerweise am gleichen Ast.

Interessanter ist die Lage der Beriihrpunkte und Tangenten von einem Pol aus. Dazu zwei
(genaue) Grafiken (EXCEL).

Hyperbel: a = 3; b = 2; Normallage; Hyperbel: "rot"; Asymptoten: "schwarz"

Hyperbel: x> /9 -y? /4 =1bzw. 4 x*>-9y* =36

Asymptoten: y = + (b/a) x = + (2/3) X

1. Pol Q(Xo | Yo) = Q(4 | 20 -v/13/39) ~ Q(4 | 1,849)

Polare: pol: b?Xox-a?yoy=a’bh®>— 16 x + 60///13y-36=0
—y=4+13/15x-9+/13 /15~ 0,9615 x - 2,163

Dies in die Hyperbel eingesetzt:

4 x%-9{0,9245 x? + 4,679 - 4,159 x} - 36 = -4,321 x> + 37,43 x - 78,11 =0

Mit den gerundeten Zwischenergebnissen: x; = 3,505; x2 = 5,157

{Ungerundet gerechnet ist.: X1 = 7/2 = 3,5; X2 = 31/6 = 5,167}

y-Werte dazu durch Einsetzen von x in die Polare: y1 =13 /3;y, =713 /9

Damit kennen wir die Berlihrungspunkte.

Berihrpunkte: P1(3,5]1,202); P»(5,167| 2,804)

Geradengleichungen fur die Tangenten jeweils aus Pol und Berthrpunkt.

y=m X+ cmitm = (Yi - Yo)/(Xi - Xo) und ¢ = yi - m X;

Tangente 1: T1: m = (v/13/3-20 -v13/39)/(7/2 - 4) = 1413 /39 ~ 1,294;
c=+v13/3-14+13/39- (7/2) =- 1213 /13 ~ - 3,328
Tangente 2: T2: m~0,8188; c~ - 1,426

Die Steigungen der Tangenten sind
groler als der Grenzwert der
Asymptotensteigung 2/3.

Je néher am Scheitel der Bertihr-
punkt liegt, desto steiler ist die Tan-
gente. (Nicht mehr eingezeichnet ist
die Polare durch die beiden Ber(h-
rungspunkte. Deren Steigung 0,961
liegt zwischen den Tangentenstei-
gungen und ist auch groRer als die
Asymptotensteigung.) Beide Tan-
genten schneiden keinen Punkt auf
dem linken Hyperbelast.
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2. Pol so, dass ein Beruhrpunkt ndher am rechten Scheitel liegt (bei x = 3,1) und der Pol ober-
halb der Asymptoten liegt.

Pol ~ Q(4 | 2,902)

Analoge Rechnung

Polare y ~0,9615 x - 1,378

Beriihrpunkte: P1(3,1]0,5207); P2(- 27,5| -18,22)

Tangenten: T1:y ~ 2,646 x - 7,682; T2:y ~0,6707 x + 0,2195

Die Berlhrungspunkte liegen jetzt auf
zwei verschiedenen Asten.

Der weit links liegende Beriihrungs-
punkt (x = -27,5) ist nicht mehr ge-
zeichnet. Auch die Tangente dazu ist
steiler als die Asymptote (0,6707 >
0,6667).

{Liegt Q innerhalb der Asymptoten,
sind beiden Beruhrungspunkte auf
dem gleichen Ast.}

6.6 Lineargebrochene Funktion
Interessanterweise ist die Funktion y = %ﬁ:il aquivalent einer verschobenen Hyperbel in
2 2

Standardlage (Y - Yo) = C / (X - Xo).
Spezialfélle seien dabei ausgeschlossen! m, = 0 und my ko = my kg (Nur 1 Gerade oder Parallelen zur x-Achse)
(X-Xo) (Y-Yo) =XY-XoY-YoX+XoYo=C
—>Y=(YoX+ C-XoVo)/(X-Xo) — erweitert mit my und dann Koeffizientenvergleich
— M1 =m2 Yo, K1 =Mz (C - Xo Yo); K2 = - Mz Xo
oder: Xo=-k2/mgz; Yo=m1/my;, C=Kki/ mz+Xo Yo

Beispiel
_myx+ky _2x+3
- m, x+ ks, T 4x+5

Xo=-ko/ my=-5/4

Yo=m1/mz=1/2 M ]
C=Kki/mz+XoYyo=1/8 -3 -2 |- 1
rot: Hyperbel oder lineargebrochene Funktion | 1

griin: Asymptoten X = X, und y =y, |

6.7 Weitere Ubungen

U1 Zur Beriihrbedingung c¢? = a? m? - b?

Hyperbel in Normalform, hyp: b2 x? - a% y? = a? b?

Eine Gerade g: y = m X + c ist eine Tangente, falls c? = a? m? - b?

(Ubliche) Herleitung durch Einsetzen: b2 x?-a? (m? x2+2mcx+c?) -a2b?=0
Geordnet: x? [b?-a?m?] -x [2a’mc] -[a®b?+a%c? =0

(Ubliche) Argumentation: Fiir A x? + B x + C = 0 existiert eine (reelle) Doppelldsung,
wenn die Diskriminante A=4 AC - B2?=0.
A=-4[b?-a2m?][a®b*+a?c?’]-[-2a?mc]?=0

Aufgeldst und Faktor "-4" gekiirzt: a2 b* + a® b? ¢?-a* m? b? - a* m%c? + a* m?c? =0
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Da fiir eine Hyperbel a#0, b= 0: b?+c?-a?’m?=0v

Darin ist eine Forderung an m enthalten!

Diese wird (tblicherweise) nicht mehr gesondert erwahnt!
Nur fiir ¢® = a> m? - b2 > 0 existiert eine reelle Losung fir c.
{Hinweis: Bei der Ellipse war die Beriihrbedingung ¢ = a> m? + b2, Es gibt damit keine einschrankende Bedin-
gung fir m. Der Spezialfall m — o0 und damit ¢ — oo bedeutet dann eine Tangente parallel zur y-Achse am lin-
ken Scheitel.}
Losung x12={-B+[B2-4AC]}/(2A)=a’mc+ab[b?+c?-a?m?}/(b?-a>m?
Aus dem Nenner ist unmittelbar der Teil a> m? - b2 = 0 erkennbar.
m? = (b?/ a%) - m =+ (b / a) bedeutet, dass die Tangente gleich der Asymptote ist.
Wegen ¢ = 0 auch eine Ursprungsgerade, wie fiir die Asymptote gefordert. Fiir x1» folgt der unbestimmte Aus-
druck "0/0". Formal schneidet die Asymptote die Hyperbel fiir x — oo.
=>» Damit eine Gerade eine Tangente ist, gilt die zusatzliche Forderung |m| > (b / a).
Wird zu einem Berthrpunkt auf der Hyperbel oder von einem Pol auf die Hyperbel die Tan-
gente berechnet, ist die Forderung automatisch erfiillt. Wichtig ist sie nur bei der Fragestel-
lung "Berechne einen Berihrpunkt fir eine gegebene Gerade y = m x + ¢".

U2 Verschobene Hyperbel (Gleichung, Tangenten)

Hinweis: Der Fall, dass eine Drehung (allein oder zusatzlich zur Verschiebung) vorliegt,
wird hier nicht besprochen! {Wie dieses behandelt wird, ist eingehend in Kapitel 8 - 10 gezeigt!'}

1. Gleichung der verschobenen Hyperbel

Der Mittelpunkt der Hyperbel sei von O(0|0) nach P(Xo | Yo) verschoben.

Die Normalform ist b? xn? - 8% yn? = a2 b? {"'1""}

Wenn der Mittelpunkt verschoben ist , ist auch jeder Punkt mit verschoben. Aus der Koordi-
nate Xy entsteht die Koordinate X = Xn + Xo. Die Koordinate fir die nicht verschobene Hyper-
bel ist dann XN = X - Xo. Wenn wir "X - Xo" einsetzen, gilt also wieder die bekannte Gleichung
in der Normalform.

Insgesamt — b? (X - Xo)? - @2 (y - yo)? = a® b, {""2""}.

Dies ist in anschaulicher Form, was praziser als Basistransformation behandelt wird. In der gegebenen Erklarung
sind wir stets in einem Basissystem geblieben und haben direkt die Anderung der Koordinaten betrachtet.

Hinweis: Ob mit b? (X - Xo)? - a2 (Y - Yo)? = % b? oder (X - Xo)? /a2 - (Y - Yo)? / b? =1
gerechnet wird, ist unerheblich. Beide Formeln liefern identische Losungen.
"2" kann auch entwickelt werden, b? x? ... {Man nennt dies "Quadrik".}

Beispiel: Umrechnung "1" — "2"
2 x? - 3 y? = 6 {praziser kdnnte man 2 xn? - 3 yn? = 6 schreiben}
Verschiebung des Mittelpunkts nach P(-4 | 5) — hyp: 2 (x + 4)? - 3 (y - 5)* = 6.

Beispiel: Umrechnung der aufgelsten Form "2" Gegeben: 9 x? -4 y? - 72 x-40y = -8
a) Koeffizientenvergleich

Allgemein "2": b x? - 2 Xo b2 X + b2 Xo? - @2 y? + 2 Yo a2 y - @% Yo’ = a2 b?

Direkt ablesbar: a> = 4; b>=9

Mit kurzer Rechnung: xo=72/(2-9)=4;y,=-40/(2-4)=-5

Der absolute Term direkt: a2 b?>=9 -4 =36

Eventuell als Kontrolle: - 8 = a2 b? - b? x> + 8% Yo —> a>b’>=-8+9-16-4-25=36

— 9(x-4)2-4(y+5)°>=36

oder: Normalform 9 x2 - 4 y? = 36 verschoben nach P(4 | -5)
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b) Quadratische Erganzung
IX?-72Xx=9(X*-72/9X) =9 (x*-8X) =9 (X*-8Xx+16) - 144 =9 (x - 4)* - 144
-4y?-40y=-4(y*+10y)=-4(y+5)*+100
— 9(x-4)*-4(y+5)?=-8-100+ 144 =36

oder: Normalform 9 x2 - 4 y? = 36 verschoben nach P(4 | -5)

2. Tangente bei verschobener Hyperbel
Fir eine Hyperbel in der Normalform {also Mittelpunkt O(0|0)}:
Tangente am Punkt P(xi | yi): t: b? x xi - a2 y yi = a? b? {"'3""}
Wenn die Hyperbel verschoben ist {Mittelpunkt nach P(Xo | Yo)}:
— Alle Koordinaten verschieben sich.
t: b? (X - Xo) (Xi - Xo) - @2 (Y - Yo) (Vi - Yo) = a2 b*{""4""}

Wie bei der Hyperbelgleichung kann alternativ mit

(X - Xo) (Xi - Xo) / @2 = (Y - Yo) (Vi - Yo) / b? = 1 gerechnet werden.

Beispiel: hyp: 2 (x - 3)% - 4 (y + 5)? = 8, gesucht sind die Gleichungen der Tangenten an den
Bertihrungspunkten B(X12 | y1,2) = B(9 | y-Wert der Hyperbel zu diesem x).

y-Werte: 2 -6%-4 (y2+10y+25)-8=0—>y?+10y+9=0— yi,={-1; -9}

Einsetzen in Tangentengleichung {"4"}

t1:2(x-3)(9-3)-4(y+5)(-1+45)=8—>y=3/4x-31/4

2:2(x-3)(9-3)-4(y+5)(-9+5)=8—>y=-3/4x-9/4

Ergénzung - Nur zum Verstandnis!

Die Normalform zur gegebenen Hyperbel ist 2 x? - 4 y? = 8.

Der Beruhrpunkt hat dann x; ="x - X" =9 - 3 =6.

Vi2 > 4y?=64 5y12=14

Fur t gilt jetzt Formel "3".

t1:2x-6-4y-4=8 —>y=3/4x-1/2

t20:2%x-6-4y-(-4)=8 —>y=-3/4x+1/2

Die Gleichungen gelten ohne Verschiebung. {wie die Normalform}

Verschiebung einer Geraden:
y=mX+Cc—>(Y-Yo) =M (X-Xo)+C—>Yy=MX+C+Yo-MXo
Einsichtig: Eine Verschiebung &ndert nicht die Steigung, nur den Achsenabschnitt

tt > (-1/2) + (-5) - (3/4)-3=-31/4 > t1:y =3/4 x - 31/4

to—> (1/2) + (-5)-(-3/4)-3=-9/4 —>txy=-3/4x-9/4

Umstandlicher als mit "4" die Gleichungen der Tangenten nach der Verschiebung.

{Bei "4" ist die Verschiebung schon in der Formel beriicksichtigt!}

U3 Bestimmung Beruhrpunkt

Zu einer gegebenen Gerade g sind jeweils die Berthrpunkte der dazu parallelen Tangenten an
die Hyperbel hyp: 9 x? - 4 y? = 36 gesucht - wenn es diese Punkte gibt.
a)0:y=(1/4)x+5;b)y=(3/2) x+4;¢c)g:y=(5/2) x+3

a) Steigung der "Tangente" (1/4), Steigung der Asymptoten + (3/2)
Weil (1/4) < (3/2) gibt es keine Tangente und keinen Berthrpunkt.
b) Steigung der "Tangenten™ gleich Steigung der Asymptoten
Es gibt keine Berlhrpunkte oder formal Beruihrpunkte bei X — + o
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¢) (5/2) > (3/2); Beriihrbedingung fir g:y=mx + ¢ — ¢ = a? m? - b?
c®=4(25/4)-9=16
Tangententi:y = (5/2) x +4; to:y = (5/2) x - 4
Berlhrpunkte als Schnitt der Hyperbel mit der Tangente
t1>9x2+4[(5/2) x+4]?=36 > x> +5x+25/4=0 > x=-(5/2)
{Einsetzen von x in die Hyperbelgleichung liefert zwei Ldsungen fir y, von denen eine durch Vergleich aus-
gewahlt werden muss. Fir beide gilt die Hyperbelgleichung, aber nur fiir eine die Tangentengleichung.}

Einfacher: Auflésung der Tangentengleichung b? x x1 - a? y y1 = a° b?
y={b?xi/a%yi} X+ ..=mx+..—y1=b?x1/(a%m) = (9/4)-(-5/2)-(2/5) = - 9/4
Analog fir to. 9 X2 + 4 [(5/2) x - 4]? = 36 — x = (5/2); y2 = (9/4)-(5/2)-(2/5) = 9/4

hyp: 9 x? -4 y? =36
ti:y =(5/2) x + 4;
t:y=(5/2) x -4
Bi(- 5/2 | - 9/4)
B2(5/2 | 9/4)

U4 Tangenten in der Standardlage

Tangente am Berithrungspunkt B(xi | yi): t:y = (- ¢/ xi?) X + 2 ¢/ X
{mityi=c/x}

Polare zum Pol Q(Xo | Yo): pol:y = (-Yo / Xo) X + 2 C / Xo
{dann die Beruhrpunkte durch Schnitt der Polaren mit der Hyperbel und die Tangenten aus 2 bekannten
Punkten}

Tangente (einfachste Herleitung: Gber Analysis)

Die Steigung der Funktion f(x) = ¢ / x ist df/dx = - ¢ / x2.

Am Punkt B(xi | yi) ist damit die Tangente y = m X + yi - m xi; m = (- ¢ / x{%).
mityi=c/Xi:t:y=(-c/x?) X+ 2¢/Xi

Tangente - Formale Ubung

Diese Gleichung musste auch erhalten werden, wenn die bekannte Gerade {Tangente fir eine
symmetrische Hyperbel in der Normallage} gedreht wird. Jeder Punkt aus der Normallage
geht durch Drehung um +45° in den Punkt in der Standardlage Uber.

Fiir +45° ist cos(¢) = sin(p) = 1/v/2 = w; {xa Ausgangslage}

mit D()™* = D(¢)" = D(-¢) ersetzen wir Xa und ya durch x und y. {xa = D(-45°) x}
XaXpai-YaYai=a?=2Cc > (WX+WY) (WXi+WVY)-(-WX+Wy)(-WXi+Wy)=2c
W2{XXi+YXi+XYi+YVi-XXi+yXi+Xyi-yyi}=2c
12){2yxi+2xyi}=yxi+xyi=2c¢

—>y=(yi/x)x+2c/xi

und nach Einsetzen von yi = ¢ / x; {Berthrpunkt liegt auf der Hyperbel}
sty=(-c/xA)x+2c/xiv

Polare - durch formale Uberlegung

In der Normalform haben die Gleichungen fir die Tangente eine formal gleiche Struktur, siehe 6.5. Nur die
Koordinaten des allgemeinen Punkts werden durch die Koordinaten des Pols ersetzt. Das erwarten wir auch in
der Standardlage. Dabei diirfen wir nicht die Endgleichung, sondern die vorletzte Gleichung der vorigen Ubung
betrachten. { y = (-yi/ xi) X + 2 ¢ / xi}. Flr den Pol gilt natiirlich nicht "y, = ¢/X,".

Fiir die Normalform pol: b X, X - 8% yo Y = a2 b?; da wir eine symmetrische Hyperbel betrach-
ten: Xo X - Yo y = a2 = 2 ¢. Die Rechnung fiir die Drehung ist (bis auf den anderen Index) iden-
tisch zur vorigen Ubung fir die Tangente. Resultat pol: y = (Yo / Xo) X + 2 ¢ / Xo
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Polare - direkte Rechnung in der Standardlage

Eine Herleitung auf dem Weg, der bei der Ellipse (Kapitel 4.8) benutzt wurde.
Beruhrpunkte Bi(xi | yi) und Pol Q(Xo | Yo)

Tangente am Berthrpunkt ti: y = (- yi / Xi) X + 2 ¢ / X;

Laut Voraussetzung soll auch der Pol auf diesen Geraden t; liegen.
t1 > Yo=(-y1/ X)) Xo+2C/ X1

tr > Yo=(-y2/X2) Xo+2C/ X2

Auflosung nach xi = X12 = (- Y12 Xo+2C) / Yo

—> AX =Xz - X1 = (Xo/ Yo) (Y1 -Y2) = - (Xo/ Yo) Ay

> M=Ay/AX=-(Yo!/Xo) = (Y - ¥i) = - (Yo / Xo) (X - Xi)
Geradengleichung der Polareny =m x + kK — k = yi - m X;

Y =-(Yo/Xo) X+ (Yo / Xo) Xi + Vi

Die zwei letzten Terme aus ty2 ersetzt; (Yo/ Xo) Xi +yi=2C/ Xo
pol:y = - (Yo /Xo) X +2 C/ Xo

# Ein Rechenweg ohne vereinfachende Annahmen ist moglich.
1) Anstelle der Gleichungen fiir die Tangenten am Pol - siehe oben - fiir die Tangenten die Geradengleichungen

y=(-Yi2/X12) X+2c /X2

mit yio=c/Xizalsoy =-(c/x12%) X +2 ¢/ Xy2.

{Hier Geradengleichung, vorher Gleichung fiir einen Punkt}
2) Bestimmung des Schnittpunkts in allgemeiner Form

Die beiden Tangenten schneiden sich sicher in einem Punkt, wenn sie nicht parallel oder identisch sind.
3) Dieser Schnittpunkt soll der Pol Q sein.

damit liegen zwei Gleichungen vor, mit den Unbekannten x; »

X12 kBnnen so bestimmt werden (als Funktion von X, und yo)
4) Da xq fur zwei Beriihrpunkte gilt, isty12 = ¢/ X1
5) Aus zwei Punkten kann die Gerade (= die Polare) bestimmt werden.

(V- Y1) /(Y2 - y2) = (X - X1) / (X2 - X1)
6) Dies kann nach y aufgeldst werden.
Der wesentliche Unterschied gegeniiber der vorigen vereinfachten Herleitung ist das Ersetzen der Gleichung fiir
einen Punkt durch eine Gerade. Erst im 3. Schritt wird dieser Schnittpunkt dem Pol Q gleichgesetzt. Die verein-
fachte Herleitung ist nicht falsch, sie muss nur richtig interpretiert werden! Gesucht wird ein Punkt P(xo | Xo) der
ein Schnittpunkt von zwei Tangenten an die Parabel ist. Eine Losung muss sicher der Pol Q sein. Wegen der
Symmetrien in der Hyperbel kann dies aber auch ein anderer Punkt sein, weil andere Tangenten auch dieselbe
Steigung besitzen und sich in einem Punkt schneiden!
Die rechnerische Durchfiihrung ist etwas umsténdlich.
(2) Der allgemeine Schnittpunkt ist Xs = 2 X1 X2 /(X1+ X2); Ys = -2 C X2 /X1 (X1 + X2) + 2 C /X1
(3) Losung nach Gleichsetzen von xs und ys mit X, und Yo

(Umsténdliche) Losung des Systems der zwei Gleichungen
X12 ={C+ [C?-CXo Yo]*?} /Yo und

@) yiz=cYol/{ct [C*-CXo Y]}
(5) Langerer Ausdruck fir die Gerade
(6) Aufgelost und vereinfacht: y = (- Yo/ Xo) X +2C/ X, vV
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Beispiel
Symmetrische Normalhyperbel x? - y? = 9. Pol Q(1 | 5)

Polare XXo -y Yo=9 —>y=1/5x-9/5 8
bzw.y=0,2x-1,8 6_/
Berlhrpunkte (Schnitt Polare / Hyperbel) \

B1(3,22 | -1,16) B

B2(-3,97 | -2,59)

Tangenten (durch Bi und Q)
tiry=-2,78x+ 7,78
try =153 x + 3,47

Standardhyperbel dazu:

c=a’/2=45

Der Pol ist um +45° gedreht: Q(-2,83 | 4,24)

Polare pol:y = (-Yo / Xo) X +2C/Xo—y =150 x - 3,18

Schnitt Polare / Hyperbel y =c / x:

Berlhrpunkte B1(3,09 | 1,46); B2(- 0,970 | -4,64)
{Diese Beruihrpunkte miissen auch erhalten werden, wenn die Punkte aus der Normallage um 45° gedreht
werden; Beispiel B1: 0,707 [3,22 - (-1,16)] = 3,10; 0,707 [3,22 + (-1,16)] = 1,46}

Tangenten t:y = (- ¢ / x?) X + 2 ¢ / Xi

try=-047x+291;t,=-4,78 x - 9,28
{Die Tangenten missen auch durch eine Drehung erhalten werden. Ausy =m x + d
allgemein m' = [m cos(¢) + sin(p)] / [cos(e) - m sin(e)] und d' = d /[cos(p) - m sin(e)].

speziell +45°: cos(e) = sin(¢) = 0,707. Fur t1:
m=[-278+1]/[1-(-2,78)] =-0,47;d'=7,78/{0,707 [1 - (- 2,78)]} = 2,91}

Anschaulich:

Grafik Normallage um 45° gedreht ~ Standardlage berechnet

Bei einer Drehung der des ganzen Objekts in der Normallage (Hyperbel, Polare, Tangenten)
entsteht die Anordnung in der Standardlage, aber nun bezogen auf das neue Koordinatensys-
tem. Die relative Lage der Elemente zueinander bleibt gleich, aber alle Elemente haben nun

eine andere Koordinatendarstellung. Aquivalent dazu ist offenkundig die Aussage, "das Ko-
ordinatensystem ist um - 45° gedreht".
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