Reflexion - Teil 1

Formel unter Verwendung von Vektoren (1. - 7. in R?)
Fallunterscheidung: Beispiele zu 1.

Beispiel - Reflexionspunkt bekannt

Muss zur Berechnung von r der Reflexionspunkt bekannt sein?
Beispiel - Reflexion und Spiegelpunkt

Beispiel - Suche des Reflexionspunkts

Beispiel - Einfallswinkel gegeben

Formel in R®

Beispiele zu R®

10. Behandlung mit einem Matrixformalismus (R?)

Ohne Beweis: Es gilt das Gesetz "Einfallswinkel = Ausfallswinkel™
Gesucht ist eine Beschreibung mit Vektoren.
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1. Formel unter Verwendung von VVektoren

¢ 1A Spezielle Geometrie
Die Herleitung einer Formel geschieht am einfachsten mit einer speziellen Geometrie.

Eine Gerade g liegt in der x-Achse P . y . Q
(eines kartesischen Koordinatensystems). LY o
Ein Punkt sei P(-2 | 3). Von dort aus geht ein Strahl L ey B /

zum Koordinatenursprung O(0 | 0)
und wird an g reflektiert.

Durch Reflexion wird dann der Punkt Q(2 | 3) erreicht. 0

Die Reflexionsbedingung ist eingehalten, wenn - in dieser speziellen Anordnung - Q die glei-
che y-Koordinate wie P und Q das Negative der x-Koordinate von P hat.

Der Einfallswinkel o liegt zwischen OP und der Normalen auf g, der Ausfallswinkel - mit
gleichem Betrag wie o - zwischen 0Q und der Normalen.

{Man kann prinzipiell die Winkel auch relativ zu g angeben. In R? ist das unerheblich, in R? ist aber nur mit
diesem Lotwinkel die Behandlung méglich!}

In dieser speziellen Geometrie sind die Formeln trivial anzugeben.

Der Vektor OP enthlt als Komponenten die Koordinaten von P, (_LLCZISH(&O;)),

L ist die L&nge des Vektors.

0Q mit der gleichen Lange L hat das Negative der x-Koordinate, (]]: i:é%)

¢ 1B Allgemeine Behandlung

Eine Normale auf g ist n = ((1))

Dabei haben wir schon einen normierten Vektor [n| = 1 benutzt!

e sei der Vektor fur den einfallenden Strahl und r der Vektor fur den reflektierten Strahl.
Naheliegend ist n

e als einfallender Strahl und e r

r als reflektierter Strahl

und n liegt in der gleichen Halbebene relativ zu g
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Fir diese Wahl ist
e von P nach O (PO)
—_ O - (_2) - 2 " "
e= ( 0-3 ) = (_3) {"Endpunkt - Anfangspunkt des Vektors'}
r von O nach Q angesetzt. (Wj)
_(2—-0)_ (2
r= ( 3-0 ) B (3)
Zu einer allgemeinen Beziehung kommen wir, indem wir nur die Eigenschaft gleicher Winkel
zwischen den Orientierungen von e, n und r, n benutzen.

{Anschaulich betrachten wir dann nur die relativen Lagen von Geraden in Richtung dieser Vektoren. Beim Ein-
setzen von Vektoren sind weitere Fallunterscheidungen nétig!'}

Winkel zwischen zwei Vektoren lassen sich Giber das Skalarprodukt berechnen.
a-b = |a| |b| cos(op)
Interessant ist der Fall, wenn einer der VVektoren normiert ist.

Sei |b| = 1. a
Dann ist |a| cos(¢) die Lange der Projektion von a auf b. il ()

Dies ist gleich a-b. b

(a-b) b ist dann ein Vektor mit der L&nge dieser Projektion —
in Richtung von b. Projektion
Fiir einen stumpfen Winkel ¢ ist cos(¢) <O. i’ ¢
Also ist auch a-b <0. \<\\
-(a-b) b ist dann ein Vektor mit der Lange dieser b
Projektion in Richtung von b. m’

Diesen Zusammenhang verwenden wir fir die Reflexion.
Fir eine einfachere Skizze verwenden wir den Gegenvektor e’
(in gleicher Halbebene wie n); e' = -e
Eine Vektorkette zeigt: e' + r =w.
w ist ein Vektor in Richtung von n mit der Lange
"zweimal Projektion von e' auf n".
w=2(e"n)n
r=-e"+2(e-n)n
Fir e’ und r Iasst sich alternativ zeichnen:
w ist der Vektor flr die Projektion von e auf n. h | -h
h ist der Vektor von der Normalen auf den Endpunkt von e’ W
Es gelten die Vektorbeziehungen
e'=w+h e
r=w+(-h) 9
r=w+w-e"und mitw = (e'-n) n wie vorher r =-e' + 2 (e"-n) n

Fir die anfangs benutzte Geometrie mit e die Ricksubstitution
{unter Beachten von (e'-n) = - (e-n)}
r=e-2(en)n

Damit e-n = (_23) . ((1)) =-3und (e-n) n = (_03)

r= (—32—_((16)) - @

Die Richtung des einfallenden Strahls muss beachtet werden, wenn Vektoren benutzt werden.
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Fire: r=e-2(e-n)n

Fire: r=-e"+2(e’-n)n

Zusétzlich ware ein Vektor n* = -n auch eine Normale auf g!
(Das liefert 2 neue Formeln.)

{Mit einer Skizze kénnte man selbstverstandlich feststellen, welcher der 4 Falle vorliegt. Lasst man zuséatzlich
einen Gegenvektor r' = -r zu, sind fir die relative Lage der drei Vektoren 8 Félle moglich.}

¢ 1C Fallunterscheidung und L6sungs-Strategien

Sinnvoll ist aber eine rein rechnerische Losung. Es folgen dann zwei Verfahren fir die prakti-
sche Durchfiihrung.

In allen Fallen gilt mit n|=1:w =2 (e-n) n

n n
e r e r e r e r
g g g g

Vo 2

r=-e+w r=e-w r=-e+w r=e-w
en>0 en<o0 en<0 en>0
Al Bl A2 B2

Das Produkt e-n allein ermdglicht keine Unterscheidung aller 4 Falle. Es stellt sich daher die
Frage, ob eine solche Unterscheidung aller 4 Moglichkeiten Gberhaupt nétig ist!

Losung 1: Die Unterscheidung ist gar nicht notig. Es interessiert nur die Richtung des reflek-
tierten Strahls in Form einer Geraden. Das errechnete r ist der Richtungsvektor einer Geraden
X =a+tr.aistirgendein Punkt auf dieser Geraden. Ob +r oder -r verwendet wird, ist irrele-
vant, t nimmt dann einfach einen anderen Wert an. Jeder Punkt auf der Geraden ist so vollig
eindeutig definiert.

Wir verwendenr =e -w =e - 2 (e-n) n zur Bestimmung der Geraden.

Losung 2: Die Aufgabenstellung enthalt schon automatisch eine Einschrankung. "Von einem
Punkt P geht ein Strahl in Richtung der Geraden g." Damit sind nur noch die Félle B1 und B2
maoglich. Falls gewiinscht, sind diese Uber "spitzer / stumpfer Winkel zwischen e und n" un-
terscheidbar, also Uber das VVorzeichen des Skalarprodukts e-n. w ist in beiden Féllen gleich!
Mitn' = - nist (e-n) n = (e-n") n'. Das errechnete r liegt in der gleichen Halbebene relativ zu
n wie e.

Fur B1 und B2 gilt die gleiche Formelr=e-w=e-2 (e:-n)n! (mit|n|=1!)

o ) e'n
Mit nicht normierter Normale n: r=e—2—n

n-n
DIES IST DIE LOSUNGSFORMEL.

Sie liefert die Vektoren bei einer Anordnung e in Richtung der Geraden und r von der Gera-
den weg. Sie liefert auf jeden Fall die Gerade (Richtungsvektor) fiir den reflektierten Strahl.
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41D Zusammenhand mit der speziellen Geometrie (1A)

Der unter 1A angegebene, einfache Zusammenhang lasst sich mit der allgemeinen Formel
reproduzieren. Mite = OP und r = 0Q liegt die Situation A1 vor.

Es giltdamitr =-e +w=-e + 2 (e-n) n.

on= (LS (0) - e o= (2069 2ot ()

(1eosc@)

2. Fallunterscheidung: Beispiel (zu Al ... B2)

¢ 2A Verwendung der "'richtigen Formel' gemal obigem Schema

Fall e n een  w=(en)n Formel r
SO 2SR ¢ B ©)
SO ¢ R € R )
A2 (—32) (_01) -3 ((3)) r=-e+2w (g)
=) (G (B e ()

In allen Féallen erhalten wir das gleiche r.

¢ 2B Ergebnis, falls fur alle 4 Falle r = e - 2 (e-n) n verwendet wird.
Fall e n e-n (e:n) n r

GO 6 G
L I ¢ N GV R €
SO Y A ¢ N

B2 2 0 3 0 2
(%) () () G
Fur Al und A2 erhalten wir den Gegenvektor. {Als Richtungsvektor einer Geraden verwendet

ist das dieselbe Gerade!}
In allen Féallen erhalten wir den richtigen Richtungsvektor fur die reflektierte Gerade.

¢ 2C Stets richtiger Vektor r bei der Angabe "'Der Einfallsvektor zeigt von P auf die
Gerade g™

"Von P(-2 | 3) geht ein Strahl nach O(0 | 0) auf g und wird dort reflektiert.”
n:(g)odern:(_ol) —>r:e-2(e-n)n:(_23)-2(_03):@)

Die Richtung der Normalen (Vektor oder Gegenvektor) spielt keine Rolle.
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3. Beispiel - Der Reflexionspunkt ist bekannt

# 3A Aufgabenstellung und Losung
Eine Gerade g geht durch die Punkte A(2 | 3) und B(5 | 7). A
Ein Strahl geht von P(1 | 9) nach O(8 | 11) auf g.
Gesucht ist der Vektor des an g reflektierten Strahls.
Zusétzlich: Einfallswinkel (= Ausfallswinkel).

Skizze
(enthélt auch P’ von Aufgabenstellung 3B)

Richtungsvektor der Geraden: (5) - (2) = (3)

Normale mit dem "Standardreze;t" Ksordin:tenvertauschung und 1 Vorzeichenwechsel:
Normale: n' = (_34); |n"| =5 — (normierte Normale) n = (_3;755)

einfallender Vektor: e = (181) - (é) = (Z)

e-n = -28/5+6/5=-22/5 > r=e-2 (en) n= (Z) i 2~(-22/5)~<_3‘;/55) = <1:312//2255>

Der Winkel zwischen e und n ist mit cos(a') = (e:n) / | e | = (-22/5) / /53 — a' #127,2°.

Da als Einfallswinkel der spitze Winkel zwischen der Einfallsrichtung und der Normalen an-
gegeben wird, ist dieser o ~ 52,8°.

{In einer Skizze wére das der Winkel zwischen -e und n.}

Der Ausfallswinkel 8 - zwischen r und n - ist auch 52,8°. Folgt das auch rechnerisch?

cos(B) = (r-n) /| r|. r-n=+22/5und | r | =53. cos(B) = (+22/5) / /53 — P ~52,8°.

Allgemein sehen wir flr unseren Fall B1:

cos(a) zwischen e und n: cos(a') = (e-n) / | e |

cos(B) zwischen r und n: cos(B) = (r-n) /| r |
r-n=_[e-2(en)n]-n=en-2(en)(nn)=-(en){mitn-n=1}

Gleiche Betrége | e | = | r | sehen wir einfacher tiber gleiche Betragsquadrate:
rr=(e-2enn)(e-2enn)=ee-2enne-2enen+4(en)’nn

Mit dem Skalar e-n = n-e und (wegen des normierten n) n-n = 1.

Damit: r-r = e-e

Es folgt cos(B) = - cos(a). Dies gilt, wenn = 180° + o',

{Fur die Anordnung B1 haben wir allgemein tber e-n einen stumpfen Winkel o' und tber r-n
den dazugehdérenden spitzen Winkel .}

+ 3B Einfallender Vektor geandert gegeniiber 3A

In 3A liegen P und die Richtung von n in der gleichen Halbebene von g. Jetzt liege P’ auf der
anderen Seite, P'(3 | 2). {Dies entspricht dem Fall B2.}

—4/5)

(normierte Normale) n = ( 3/5
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einfallender Vektor: e = (181) - (g) = (g)
5

en=-20/5+27/5=+7/5 >r=e-2(en)n= (9) ; 2.(7/5).(_3‘;/55) - Gg;gg)

le|=+/106

cos(a) = (e-n) /| e |=(7/5) I V106 — o ~82,2°.

Es gilt wieder r-n=-(e-n)und | r | =| e |. cos(B’) = - cos(a); B' = 97,8°

Als Reflexionswinkel gilt wieder der spitze Winkel dazu B ~ 82,2°

{Im Fall B2 erhalten wir direkt einen spitzen Einfallswinkel. Die Rechnung tber r-n liefert
einen stumpfen Winkel. Ublicherweise fiihrt man die Berechnung des Ausfallswinkel nicht

durch, weil "Einfallswinkel = Ausfallswinkel" bekannt ist; sie ist eventuell als Rechenkontrol-
le nitzlich.}

4 3C Losung unter Verwendung der speziellen Geometrie (1A)

Das ist prinzipiell moglich, bietet aber keine Vorteile!

Die Reflexionsbedingung ist in der speziellen Geometrie unmittelbar einsichtig formuliert.
Fir eine allgemeine Geometrie sind aber dann mehr Rechenschritte nétig als nach der Direk-
ten Methode nach 1C. Entweder muss durch eine Skizze oder durch Fallunterscheidungen
eine Orientierung des Vektors e (e oder der Gegenvektor -e) gefunden werden, damit die Dre-
hung eine Anordnung nach Al erzeugt. Zusatzlich mussen der Richtungsvektor der Geraden g
und die x-Achse einen spitzen Winkel einschlielen. (Bei einem stumpfen Winkel ¢ mdsste
mit 180° - ¢ weiter gerechnet werden.) In der allgemeinen Losung nach 1C entféllt dieser
Aufwand!

Nur um zu zeigen, dass dieser Weg prinzipiell moglich wére:

Der allgemeine Fall unterscheidet sich gegeniiber 1A durch eine Drehung und Verschiebung.
Es reicht aus, nur die Drehung zu beriicksichtigen, wenn nur der Vektor des reflektierten
Strahls gesucht wird. (Erst wenn die Lage von Punkten angegeben werden soll, muss auch die
Verschiebung behandelt werden.)

In der speziellen Geometrie liegt die Gerade in der x-Achse, allgemein hat sie einen Winkel ¢
dazu. Zur Lésung der Reflexionsbedingung wird zuerst e um diesen Winkel zurlickgedreht,
dann r in der speziellen Geometrie berechnet und dann dieses r um ¢ gedreht.

Fir eine Drehung um ¢ im Gegenuhrzeigersinn (mathematisch positiver Winkel) ist die

Drehmatrix D(¢) = <§(1)§(($§ _C(S)lsn(gpcg))

Daten des Beispiels 3A:
Der Richtungsvektor der Geraden ist (i) Betrag 5

Winkel mit der x-Achse: cos(o) = (2) . ((1)) /'5 = 3/5; sin(¢) = 4/5. (p ~ 53,1°)

Durch eine "gedankliche Skizze" oder die Rechnung sehen wir die Forderung "spitzer Win-
kel erfllt. {Alternativ verwendet man einfach den Betrag des Skalarprodukts.}

e= (;) zeigt nicht in eine Richtung, aus der mit einer Drehung die geforderte spezielle Geo-

metrie (entsprechend Al) entstehen kann. Es muss also der Gegenvektor (:;) verwendet
werden.

Drehung, damit g in der x-Achse liegt: D(-o)
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Damit e{speziell} = D(-¢) (:;) - (_31{/55 ‘;//55)> (:Z) _ (—2229//55)

r{speziell} = (+2229/55) {Negatives der x-Koordinate}

Ruckdrehung (in Ausgangslage von g): D(+o)

o (3/5 —4/5)) (29/5) _ (—1/25) M

4/5 3/5 22/5 182/25
Anmerkung:
7 .
2) erhalt man -r.
Verwendet man fir die Gerade den Richtungsvektor (:43}) folgt ein stumpfer Winkel. Fur
den dazugehorenden spitzen Winkel folgt die vorherige Rechnung.

Verwendet man e = (
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