Reflexion - Teil 3

Formel unter Verwendung von Vektoren (1. - 7. in R?)
Fallunterscheidung: Beispiele zu 1.

Beispiel - Reflexionspunkt bekannt

Muss zur Berechnung von r der Reflexionspunkt bekannt sein?
Beispiel - Reflexion und Spiegelpunkt

Beispiel - Suche des Reflexionspunkts

Beispiel - Einfallswinkel gegeben

Formel in R®

Beispiele zu R®

. Behandlung mit einem Matrixformalismus (R?)
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8. Formel in R®
¢ Es gilt die gleiche Formel wie fiir R?!

Die Skizze unter Verwendung der Projektion von e’ auf n
und des horizontalen Vektors h gilt analog.

Es gelten die Vektorbeziehungen
e'=w+h
r=w+ (-h)
Damitr=-e"+2(e-n) n
Allgemein mit e = - e' und nicht normiertem n
r=e—2 % n

+ZU BEACHTEN!

1. Als "Einfalls- und Ausfallswinkel™ sollen die Winkel zwischen Vektor und dem Normal-
vektor (Lot) benutzt werden. Winkel zwischen einem Vektor e oder r und einem Vektor in
der Ebene héngen davon ab, welcher Vektor in der Ebene eingesetzt wird. (Nur einer da-
von wadre dann richtig.) Der Winkel zur Normalen ist aber eindeutig.

2. Die Vektoren e, r und n missen in einer Ebene liegen! Nur dann ist die - auch in der Skiz-
ze angedeutete - Herleitung richtig.

Zur Unterscheidung von einer Ebene, an der eine Reflexion erfolgt, nennen wir diese Ebe-
ne "Einfallsebene™.

In R% sind beide genannten Forderungen automatisch erfillt und daher wird vor allem die 2.

Forderung nicht mehr explizit genannt. Es liegt stets nur 1 Ebene vor. Fiir e bzw. n kénnen

prinzipiell auch die Gegenvektoren -e bzw. -n verwendet werden. Wie sich das auf die L6-

sung r auswirkt, wurde vorher "1." detailliert genannt.

In R? kann - als formale Ubung oder als Rechenkontrolle - iiberpriift werden, ob die Forde-

rung 2 erftllt ist. Dann sind die drei Vektoren voneinander linear abhéngig.

9. Beispiele zu R®
=>» Die Forderung, dass e, r, n in einer Ebene liegen, ist durch die Aufgabenstellungen erfullt.

Jeweils ist schnell eine anschauliche Uberpriifung maglich.
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9A - 9C: Bei einer Reflexion an einer Ebene ist n einfach anzugeben, dann kann die Reflexi-
onsformel benutzt werden.

9D - 9E: Bei einer Reflexion an einer Geraden ist n nicht einfach durch "Koordinatenvertau-
schung und Vorzeichenwechsel" wie in R? anzugeben. Ein "Lot-Fusspunkt-Verfahren" ist
notig.

¢ 9A Reflexion an der x-y-Ebene

Von P(x |y | z) fallt ein Strahl auf O(0 | 0 | 0) in der x-y-Ebene. Anschaulich erwarten wir fir
Q nach der Reflexion die gleiche z-Koordinate und das Negative der x-, y-Koordinate.

—X 0
e:ﬁ{e:o-p}:<—y>; n:<0>; nn=1en=-z
—7 1

r:e-2(e-n/n-n)n:<E§>-(-22)<§>=(:;>

r=0Q{r=q-0} >Q(x|-y|2) M
(y-Achse)

Wenn O allgemein in der x-y-Ebene liegt, AP
O(a|b|0), verschieben sich die Koordinaten
relativ zu O.
O:x+(@a-x)=a

Q:x+2(a-x)=2a-x
O:y-(y-b)=b

Q:y-2(y-by=2b-y. — (x-Achse)

X a 2a-Xx
N a—X
e=P0:<b—y>

—Z

r:e-2(e-n/n-n)n=<z:;>-('22)<8>:<2:;>
_ 1 z

r=0Q >Q(@a-x+a=2a-x|b-y+b=2b-y|z+0=2)M

¢ 9B Reflexion an einer Wirfelseite

Ein einfallender Strahl geht von P(0 | 0 | 0) auf die Mitte der
gegeniberliegenden Seite (parallel zu y-z-Ebene). Anschaulich
sehen wir, dass nach der Reflexion der Punkt Q erreicht wird.
Reflexionspunkt O(a | a/2 | a/2). Z
In z erreicht man die doppelte Hohe, in y ebenfalls das Doppel- %x

P

o
o

te, X bleibt gleich - also Q(0 | a | a).

a -1
e:P0:<a/2>;n=<0 );n-nzl;e-n:-a
a/2 0

. a -1 —a —a+a
r:OQ:<3/2>-2(-a)< 0>:<a/2>;q:r+o:<a/2+a/2>;Q(O|a|a) M
a/2 0 a/2 a/2+a/2
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4 9C Reflexion an einer Diagonalflache in einem Quader

Ein Quader mit den Seitenlédngen a, b, c liegt vor. i
Der einfallende Strahl fallt von der vorderen linken

Ecke P(0 | 0 0) auf die Mitte der Diagonalebene . pr

durch A(a|0]0) und B(O | b [c). y
Der reflektierte Strahl schneidet die y-z-Ebene im % X
Punkt S. o A

o
o)

O kann unmittelbar angegeben werden: O(a/2| b/2 | ¢c/2)
Wenn ein Wirfel a = b = ¢ vorliegt, vermuten wir nach dem vorigen Ergebnis S( = | « | a).
Fir einen Quader ist eine Vermutung schwerer.
Tatsachlich gilt nicht mehr dasselbe wie fur den Wiirfel.
Die allgemeine Losung ist S(0 | 2b (a? - b?) / (a2 - 3b?) | (-2b%c / (a2 - 3b?)).
Nur die allgemeine Losung fur den Reflexionspunkt Q enthélt ¢ als z-Koordinate,
Q(a-2ab?/ (a® +b?) | b-2a%b/ (a® + b?) | c)

Zur Losung zuerst eine Skizze in der x-y-Ebene. B’
B' = Projektion von B auf die x-y-Ebene Q :

. . (0 ay _/—a ey
Die Diagonale von A nach B': u = (b) - (0) = ( b ) - o’

Damit die Normale n = (:2) y /

O'(al2 |bl2) > e = (gﬁ)

I

n-n=a+b%en=-ab
) 2o ()

A S — _(a 2 2 (ab?
r=0Q {r=q-0}>q=(;)-2/( +b)(azb)
Damit sind schon Teile der Rechnung in R® auch bekannt.
Die z-Koordinate von Q = ¢, weil O die z-Koordinate ¢/2 hat.
Die x-, y-Koordinaten von Q sind gleich denen von Q'.
{Vektor als Summe von Vektoren der Komponenten!}

Zusatzlich kann uberlegt werden:
In R® hat n die z-Komponente 0, weil die Diagonalebene senkrecht auf der x-y-Ebene.
Formal kann dies bestatigt werden. 2 Vektoren in dieser Ebene sind

a) die Diagonale AB’ und b) die z-Achse. Senkrecht darauf steht

—a 0 b
X= < b > X (O) = (a) und das ist kollinear zum vorigen n. (Vergleich x-y-Koordinate)

0 1 0
Auch fiur r sind die wesentlichen Teile schon bekannt.

r=e-2(en/nn)n

a/2
e= (b/Z); e-n=-ab; n-n=2a+b?
c/2

a/2 —b
r= (b/ 2) - (-2ab)/(a? + b?) (—a)
c/2 0

(Die x- und y-Komponente wurde schon vorher berechnet, die z-Komponente ist ¢/2.)
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a/2 Iy
Zu berechnen ist der Schnittpunkt einer Geraden (Richtungsvektor r) g: x = (b/2> +1 ( Ty >

c/2 c/2
0 0 0
mit der y-z-Ebene E. Am einfachsten ist E: x = (0) +s (1) +w (0)

0 0 1
Gleichungssystem:

a/2 +t{a/2-2ab%/(a®+b?} =0
b/2 +t {b/2 - 2a%b / (a2 + b))} =5
cl2+tcl2=w
t=-a/2{al2-2ab?/(a>+b?)}=-(a2+hb?)/ (a2 +b?-2b%) =- (a2 + b?) / (a2 - 3b?)
s=h/2+{-(@+b?/(a%-3b2)}{b/2 - 2a°b / (a% + b?)}

=b/2 + {(-a%h - b%) /2 (a2 - 3b?) } + {2a%b / (a2 - 3b?)}

={1/2 (a®-3b? } {a%b - 3b®- a%b - b® + 4a’b} = 2b (a% - b?) / (&% - 3b?)
w=c/2 {1-(a2+b?)/(a2-3b%}=c/2 {a*- 3b2 - a? - b?} = - 2b%c / (a2 - 3b?)
Schnittpunkt mit E:

0 0
x = {2b (a%-b?) / (a% - 3b?)} <1> + {- 2b% / (a2 - 3b?)} (o)

0 1
S(0]2b (a%-b?) / (a2 - 3b?) | (-2b%c / (a2 - 3b?)).

¢ Einfacher ist ein Zahlenbeispiel
a=4,b=8,c=2—->Q (-12/5|24/5|2); S(0 | 48/11| 16/11)
Q hat, wie erwartet, die z-Koordinate c. Fir S ist die z-Koordinate < c.

e Zuerst die x-, y-Komponenten von r und q in R?
0—a= —a)
b—0=Db

(-3

Die Diagonale von A nachB': u = (

Damit die Normale n = (:2)

O'(a2|b/2) —> & = (Eg) =3

nn=5en=38

r=(§)-2090)-(75)
o010 )-(226)
e NuninR?

—-12/5
Mit dem berechneten q* und der z-Koordinate c: q = < 24/5 )

2
2 2
O hat die z-Koordinate ¢/2: 0 = (4); n hat die z-Komponente 0: n = (1)
1 0
_, (2
r=e-2(en/nn) n;e:P0:<4>;e-n:8; n-n=>5
1

2 2 —22/5 —-12/5
r= (4)-2(8/5)<1>=< 4/5 );{Kontrolle:q:o+r==< 24/5 >}
1 0 1 2
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2 —22/5 0 0 0
Schnitt der Geraden g: xo +tr = (4) +t < 4/5 ) mit der y-z-Ebene x = (0) +5 (1) +w (0)
1 1 0 0 1

2-225t=0A4+4/5t=sAl+t=w—>t=5/11;s=48/11; w = 16/11

0
Schnittpunkt S: s = <48/11>
16/11

¢ Anmerkung: Warfel

Fir einen Wiirfel a=b = c entsteht Q = S(0| 0 |a).

Dies ist anschaulich einzusehen. Die z-Koordinate wird an a/2 um den gleichen Betrag nach
oben verschoben. In der x-y-Ebene ist der einfallende Strahl eine Normale auf die Diagonale,
wird also in Richtung Ausgangspunkt zuriickgespiegelt.

¢ 9D Reflexion an einer Geraden

Gegeben sind ein Punkt P und eine Gerade g: x = a + t u. Von P féllt ein Strahl auf g und
wird dort am Punkt O reflektiert.

= Diese Aufgabe ist in R? einfach zu l6sen. Wir erzeugen kiinstlich ein R3-Problem, indem
wir alle VVektoren in einer zur x-y-Ebene parallelen Ebene anordnen.

e ist als PO bekannt. n ist aber in R? nicht einfach aus dem Richtungsvektor der Geraden an-
zugeben. Es existieren unendlich viele Normalen auf eine Gerade in R®.

Eine Mdglichkeit ist, ein Lot-FulRpunkt-Verfahren zu benutzen.

1. Aufstellen einer Ebene senkrecht zu g und durch P

2. Der Schnitt dieser Ebene mit g liefert den Punkt S

3. Der Vektor SP steht dann senkrecht auf g und liegt ein einer Ebene mit e und g.

4. Mit der Reflexionsformel kann r berechnet werden - und falls gewtiinscht daraus Q.

¢ Zuerst eine Situation in R?
P(25); g von A(1 | 2) nach B(4 | 3); Reflexionspunkt O(7 | 4).

u=(hin=()es (_51)? en=-8nn=10r= (_51) -2(45) () = Gg@
q=0+r—Q(52/539/5)

¢ Daraus die aquivalente Situation in R (Alles in einer Ebene mit z = k)
P(2|5]|k); gvon A(1]2]|k) nach B(4 | 3| k); Reflexionspunkt O(7 | 4 | k).

3 5
u= (1 ;e=|—1

0 0
n kann nicht direkt aus u angegeben werden. n liegt aber in einer Ebene senkrecht zu g. Auch
dafiir gibt es unendlich viele Mdglichkeit entlang g. Ausgewahlt wird eine, die auch P enthdlt.
Fir die Ebene ist am einfachsten die Normalenform E: (x - p)-ne =0
ne ist gleich dem Richtungsvektor u der Geraden.

2\ /3
E:xu=pu= (5)(1) =11
k/ \0

Der Schnittpunkt E / g folgt durch Einsetzen von g in E,

1\ /3 3\ /3
Xu=(a+tu}u=au+tuu= (2)(1) +t<1>-(1) =5+10t=11 >t=3/5
k/ \o 0/ \0
1 3 14/5 —4/5 -1
Damits = <2>+3/5 <1>=<13/5> und n:p-s:(1z/5>_>n=< 3 )
k 0 k 0 0
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5 -1 17/5
en=-8;nn=10;r = (—1) - 2 (-415) < 3 ) = <19/5>
0 0 0

7 17/5 52/5
q= <4> + (19/5) = (39/5)
k 0 k

Q liegt in der gleichen Ebene mit z = k wie P, O. Die Gerade g, u und n liegen in einer zur
Ebene mit z = 0 parallelen Ebene und haben daher die z-Koordinate 0.

¢ In diesem Fall ist auch ein anderer Weg (ohne die normale Hilfsebene) moglich:
n liegt in der Ebene, in der e und g liegen. (Dann liegt mit der Reflexionsbedingung auch r in
dieser Ebene.) n ist damit auch eine Linearkombination von e und u. Und n L u.

3 5 30+ 51
nNn=cu+te=oc|1|+1t|(-1)= o—1 |;NnuUu=10c6+14t=0;0=-7t/5

0 0 0
Um einen der kollinearen Vektoren anzugeben, wird ein Parameter festgelegt, z.B. 1 =1.

4/5
Dannn = <—12/5> = Dasselbe n wie vorher! (Der Rest der Rechnung wie vorher.)
0

¢ 9E Weg Uber einen Spiegelpunkt

1. Eine Hilfsebene E erstellen, die auf u senkrecht steht und durch P geht.
Damit ist u die Normale n der Ebene; Normalenform E: n-x = n-p
Gerade g: x = a + t u als allgemeinen Punkt x einsetzen; Losung t
Einsetzen der Losung t in g liefert den Schnittpunkt S.

Vektor PS

Der Spiegelpunkt P' liegt "auf der anderen Seite vong": p'=p + 2 PS
Der gespiegelte einfallende Vektor ist PO

Durch Reflexion wird der Punkt Q erreicht, g =p' + 2 PO

{Die Anfangsrechnungen sind identisch den vorigen.}

a s~ wnN

P(2|5]|k); gvon A(1]2]|k) nach B(4 |3 | k); Reflexionspunkt O(7 | 4 | k).

3 2 3
l.u= <1>;n=u; E:x-n=p-n=<5>-<1>:1l
0 k/ \0O
1 3 3 3
ginE: (2)-(1)+t<1>-(1>:5+10t=11—>t:3/5
k 0 0 0

14/5
2.8= (13/5>
k

. 14/5-2=4/5
3. Vektor vom Aufpunkt zum Schnittpunkt mit g PS = (13/5 —5= —12/5)
k—k=0

. [2+8/5=18/5
4. Spiegelpunkt P: p'=p+2PS= (5 —24/5 = 1/5)
k+0=k
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5. Vektor Spiegel zum Reflexionspunkt: P'O={ 4 —1/5 = 19/5

_ (7 —18/5 = 17/5)
k—k=0

SN 18/5 + 34/5 52/5
Punkt Q auf dem reflektierten Strahl: q=p*'+ 2 P'O = < 1/5 + 38/5 ) = (39/5>
k+0 k

¢ 9F Vergleich Ebene, Gerade

Bei der Reflexion an einer Ebene existiert eindeutig 1 Normale. Schwierigkeiten kénnten nur
auftreten, wenn die Aufgabenstellung fehlerhaft ist. (Ein angegebener Reflexionspunkt liegt
gar nicht in der Ebene oder P und Q liegen auf verschiedenen Seiten der Ebene.)

Bei der Reflexion an einer Geraden muss analog ein angegebener Reflexionspunkt tatsachlich
auf der Geraden liegen. Hier gibt es keine 2 "verschiedenen Seiten”. Es muss aber erfllt sein,
dass e, r und n in einer Ebene liegen.

¢ Bei b) wurde die Reflexion an einer y-z-Ebene (eine Wirfelseite) berechnet.

Wie musste eine Gerade definiert werden, damit dasselbe Ergebnis Q entsteht?

a
Ausgangspunkt P(0 | 0 | 0); Reflexionspunkt O(a | a/2 | a/2); e = PO-= <a/2>
a/2
Es soll durch die Reflexion Q(0 | a | a) erreicht werden.

0
Vektoren in der vorher als Reflexionsebene angegebenen y-z-Ebene sind <y>
Z
Der Richtungsvektor einer Geraden muss also auch von dieser allgemeinen Form sein.

0
Die Forderung, dass Q erreicht wird, ist durch alle Vektoren u = (w) erfillt.

w.
Mit diesen "Diagonalen™ist g: x =0+t u.
Hilfsebene in der Normalenform durch P und mit u als Normale: E: (x - p)-u=0
Schnittpunkt E mit g: o-u + t u-u - p-u = 0. 0-u = aw; u-u =2 w?; p-u=0
Losung von aw + 2tw? = 0:t = -a / (2w)

d
Einsetzen von t in g fur Schnittpunkt S: s = (0>
0

—a
Damit ist die gesuchte Normale auf g in Richtung P: n = SP = < 0 )

a —a —a 0
en=-aZnn=a%r= (a/Z)-Z(-aZ/a2)<O > =<a/2>; Q{r=q-o} qz(a) |
a/2 0 a/2 a

{Mitr - e = 2 nist die geforderte lineare Abhangigkeit verifiziert.}

¢ Bei ¢) wurde die Reflexion an einer Diagonalebene eines Quaders berechnet.
Wie musste hier eine Gerade definiert werden?

{Die Rechnung ist umsténdlicher, aber durchfiihrbar - weil das erwartete n bekannt ist.}
d

Geradeg: x=0+tu.u= <—b> mitz = c (a2 + b?) / (% - b?).

Z
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Ein moglicher Weg.

Der gesuchte Vektor u ist der Richtungsvektor einer Gerade in der Ebene durch A und B,

AnsatzE: x =0+ AVvi+uvy;vi'=(0,0,¢), V2= AB.

Damit u” = (ua, -pb, (A-p)c). Dann AufsteH_e)n der normalen Hilfsebene durch O, Schnitt mit
der Geraden (S) und Berechnung von n = SP. Bekannt ist aus der obigen Behandlung mit der
Ebene, dass die z-Komponente von n 0 sein muss.

Dies liefert Gleichungen flr A und p, und damit u.

¢ Die LOsung ist oben angegeben.

e Die andere LOsung fuhrt zu g: x = 0 + v1. Damit entsteht Q(0 | 0 | ¢).

Grund ist, dass dieses x nicht nur in der verwendeten Ebene liegt, sondern in unendlich vielen
anderen "um v1 herum". Die Reflexionsformel wéhlt dann eine andere davon aus!

Im Fall der entsprechenden Diagonalebene eines Wiirfels ist nach diesem Verfahren nur diese
zweite Losung maglich.
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